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Введение 

Кибернетика – это наука об общих закономерностях процессов 
управления в системах различной природы на основе сбора, переда-
чи, анализа и хранения информации. Задача кибернетики состоит в 
изучении общих принципов и законов эффективного управления объ-
ектами различной природы. Предмет кибернетики состоит в анализе, 
синтезе и реализации алгоритмов управления объектами различной 
физической природы. 

Кибернетика не делает упора на природу процессов управления. 
Она использует результаты различных наук и стремится выявить об-
щие принципы и законы управления различными объектами. Это по-
зволяет кибернетике применять для исследования процессов управ-
ления методы точных наук и современный математический аппарат. 

Предмет «математические основы кибернетики» (МОК) изучает 
математический аппарат, используемый при исследовании киберне-
тических моделей сложных систем, а также методы оптимизации та-
ких систем. 

Кибернетика тесно связана с автоматикой и теорией автоматиче-
ского управления. 

Автоматика – это прикладная дисциплина, изучающая общие 
принципы и методы построения автоматических систем, т. е. систем, 
выполняющих определенные задачи без непосредственного участия 
человека. 

Теория управления – наука о принципах и методах построения 
автоматических и автоматизированных систем управления и законо-
мерностях протекающих в них процессах. Под термином «управле-
ние» понимают целенаправленное изменение состояния технического 
объекта в соответствии с имеющимся алгоритмом функционирова-
ния. 
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Устройство (машина, агрегат, технологический процесс), состоя-
нием которого можно и нужно управлять, называется объектом 
управления (ОУ) или управляемым объектом. Целью управления яв-
ляется поддержание заданного режима работы объекта. Под задан-
ным режимом понимают изменение какого-либо параметра, характе-
ризующего состояние объекта управления, по определенному закону. 

Объектами управления могут быть различные процессы: тех-
нологические, энергетические, транспортные, информационные. 
Управление объектом достигается путем воздействий, оказываемых 
на него либо непосредственно человеком, либо автоматическим 
управляющим устройством (регулятором, программируемым логиче-
ским контроллером) по заданной программе, составленной на осно-
вании информации о целях и задачах управления. 

Простым примером объекта управления является резервуар с 
жидкостью, в котором нужно поддерживать уровень этой жидкости 
на заданном значении. Управляемой переменной является уровень, 
регулирующим органом – вентиль на входном или выходном трубо-
проводе. 

Устройство, осуществляющее управление объектом, называется 
управляющим устройством. Объект управления вместе с управ-
ляющим устройством образуют систему управления. Если система 
управления функционирует с участием человека, то она называется 
автоматизированной системой управления (АСУ). Если система 
управления функционирует без непосредственного участия человека, 
то она называется автоматической системой управления или систе-
мой автоматического управления (САУ). 

В простейших случаях систему автоматического управления на-
зывают системой автоматического регулирования (САР), управ-
ляющее устройство – регулятором, а объект управления – объектом 
регулирования или регулируемым объектом. 



 5

К числу основных задач, решаемых в области теории автоматиче-
ского управления, относят следующие: математическое описание 
объектов и систем управления; анализ устойчивости объектов и сис-
тем управления; анализ и синтез систем управления; анализ статиче-
ских и динамических характеристик объектов управления; анализ ка-
чества переходных процессов в системах управления; идентификация 
объектов управления; оптимизация объектов управления и др. 

Решение вышеперечисленных задач теории управления требует 
знания и применения математического аппарата. Так, среди раз-
делов математики, используемых для решения задач технической ки-
бернетики, можно выделить следующие: теория матриц; теория мно-
жеств; теория графов; элементы теории дифференциальных уравне-
ний; операционное исчисление и преобразование Лапласа; элементы 
теории вероятностей и математической статистики; теория планиро-
вания эксперимента; математическое программирование и др. [1– 15]. 

Используемые разделы математики определяются особенностями 
задач, решаемых в теории управления. Среди этих задач важнейшими 
являются математическое описание объектов и систем управления, а 
также их анализ и синтез. 

Математическими моделями систем автоматического регулиро-
вания в большинстве случаев являются дифференциальные или раз-
ностные уравнения, поэтому знание основных разделов теории диф-
ференциальных и разностных уравнений необходимо при проектиро-
вании и исследовании данных систем. 

Изучение теории дифференциальных и разностных уравнений 
наиболее целесообразно производить с использованием матричной 
(векторной) формы записи этих уравнений. Матричная форма записи 
уравнений автоматических систем является весьма компактной, что 
особенно актуально при исследовании многомерных систем управле-
ния. Кроме того, в теории управления существуют методы определе-
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ния устойчивости объектов, базирующиеся на привлечении элемен-
тов теории матриц (например, критерий Гурвица). 

В теории автоматического управления широко используются час-
тотные методы анализа и синтеза САР. Частотные методы позволяют 
оценить устойчивость системы, точность ее работы, качество пере-
ходных процессов и т. д. Частотные методы предусматривают анализ 
САР в комплексной плоскости (например, в плоскости амплитудно-
фазовой частотной характеристики, являющейся функцией ком-
плексного переменного). Таким образом, аппарат теории функций 
комплексного переменного широко применяется в теории автомати-
ческого регулирования. С его помощью получены весьма удобные 
методы анализа и синтеза САР, в частности частотные критерии ус-
тойчивости. 

Важнейшим математическим инструментом, применяемым при 
исследовании САР, является операционное исчисление. Методы опе-
рационного исчисления позволяют получать решение дифференци-
альных, интегро-дифференциальных уравнений и их систем в анали-
тическом виде, что нашло практическое применение для исследова-
ния переходных процессов в системах управления. 

Воздействия, прикладываемые к САР, как правило, являются 
случайными функциями времени. Поэтому при проектировании САР 
необходимо принимать во внимание статистические свойства этих 
воздействий и оценивать влияние такого рода сигналов на динамиче-
ские свойства системы. Этим занимается теория вероятностей и слу-
чайных процессов, которая дает необходимый математический аппа-
рат.  

Таким образом, математический аппарат играет в теории автома-
тического управления очень большую роль. Он дает метод решения 
проблем теории управления в виде алгоритма. 



 7

В учебном пособии рассмотрены некоторые разделы прикладной 
математики, применяемые для решения практических задач в области 
технической кибернетики. Изложены основные теоретические поло-
жения и область применения методов операционного исчисления, 
теории планирования эксперимента и математического программиро-
вания. 

Даны методические указания по работе с системой компьютер-
ной математики Mathcad. Приведены примеры использования 
Mathcad для решения различных задач с использованием методов 
операционного исчисления: определение оригиналов и изображений, 
аналитическое решение дифференциальных уравнений и их систем, 
получение частотных и временных характеристик динамических объ-
ектов. Рассмотрена методика применения Mathcad для обработки ре-
зультатов эксперимента с целью получения модели статики объекта. 
Приведены примеры Mathcad-программ для решения некоторых за-
дач математического программирования. 

Приведены задания для выполнения лабораторных работ и спи-
сок вопросов для самостоятельной работы студентов. Предложены 
темы рефератов. 

Предназначено для студентов, изучающих дисциплину «Матема-
тические основы кибернетики» по направлениям подготовки бака-
лавров: «Управление в технических системах» и «Автоматизация 
технологических процессов и производств» очной и заочной форм 
обучения. 
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1. Основы операционного исчисления 
 

1.1. Основные понятия. Область применения методов 
операционного исчисления 

 
Под операционным исчислением понимается совокупность ме-

тодов прикладного математического анализа, позволяющих получать 
в аналитическом виде решения линейных дифференциальных и инте-
гральных уравнений, а также их систем. 

Операционное исчисление нашло широкое применение в техни-
ческой кибернетике и теории автоматического управления, где с его 
помощью производится анализ переходных и установившихся про-
цессов в автоматических системах [2]. 

Опишем в общих чертах, в чем состоит суть операционного ис-
числения [4]. Вводится правило, согласно которому каждой функции 
f(t) действительного переменного t, принадлежащей достаточно ши-
рокому классу функций, ставится в соответствие функция F(s) ком-
плексного переменного s. Это правило называется преобразованием 
или оператором. Исходная функция f(t) называется оригиналом, а со-
ответствующая ей функция F(s) – ее изображением. Каждому изме-
нению оригинала соответствует то или иное изменение изображения. 
Введенное преобразование обладает следующим важным свойством: 
действия над изображениями получаются значительно проще, чем 
действия, произведенные над оригиналами. Например, дифференци-
рованию оригинала соответствует умножение изображения на пере-
менное s, интегрированию – деление на s и т.д. 

Пусть, например, требуется найти функцию y(t) из некоторого 
уравнения, содержащего эту функцию под знаками производных и 
интегралов. Операционный метод решения задачи сводится к ряду 
этапов. 
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1. От искомой функции y(t) переходят к ее изображению Y(s). 
2. Над изображением производят операции, соответствующие 

заданным операциям над оригиналом. При этом получается уравне-
ние относительно функции Y(s) (так называемое операторное урав-
нение), которое оказывается проще исходного уравнения относитель-
но y(t). Например, дифференциальному уравнению соответствует ал-
гебраическое уравнение. 

3. Полученное операторное уравнение решают относительно 
изображения Y(s). 

4. От найденного изображения Y(s) переходят к оригиналу y(t), 
который и является искомой функцией. 

Ниже рассмотрены основные свойства преобразования Лапласа, 
показано применение операционного исчисления для решения ли-
нейных дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, 
а также рассмотрены некоторые приложения операционного метода к 
анализу типовых динамических объектов. 

 
1.2. Преобразование Лапласа. Интеграл Лапласа 

 
Рассмотрим функцию f(t) вещественной переменной t, при этом 

будем предполагать, что выполняются следующие условия: 
1) функция f(t) непрерывна для всех значений t ≥ 0; 

• 2) функция f(t) = 0 для значений t < 0; 
3) функция f(t) имеет ограниченный порядок возрастания, т. е. 

можно подобрать такие постоянные числа M > 0 и c଴ ≥ 0, при кото-
рых выполняется неравенство f(t) < eୡబ୲, tܯ > 0. Число c଴ называют 
показателем роста функции f(t). Функция f(t), удовлетворяющая ус-
ловиям 1 – 3, называется оригиналом. 

Простейшей функцией-оригиналом является так называемая 
единичная функция, или функция Хевисайда: 
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1(t) = h(t) = ቄ0, t < 0,
1, t ≥ 0.

� 

Многие функции, встречающиеся при описании процессов в ав-
томатических системах, являются оригиналами. Например, ориги-
налами будут функции 1(t), A sin(ωt) 1(t), A cos(ωt) 1(t), t୬1(t), 
e஑୲1(t) (α > 0) и ряд других, применяемых при исследовании САР. 
Наличие в этих функциях множителя – единичной ступенчатой 
функции 1(t) – обеспечивает выполнение второго условия, т. е. об-
ращение функции f(t) в ноль при t < 0. С физической точки зрения 
это условие является вполне естественным. Действительно, в авто-
матических системах обычно представляют интерес процессы, начи-
нающиеся с некоторого момента времени. Например, если функция 
f(t) характеризует отклонение регулируемой величины, происходя-
щее при приложении к системе в момент t = t଴ возмущающего воз-
действия, то очевидно, что при t < t଴ f(t) = 0, так как реакция на 
возмущение не может возникнуть ранее момента времени приложе-
ния к системе самого возмущения. Этот момент времени может быть 
принят за нулевой момент, т.е. можно полагать, что t଴ = 0, тогда при 
t < 0 получим f(t) = 0. Другими словами, условие 2 учитывает на-
чальные условия, в которых находится система. Как правило, условия 
1 и 3 также выполняются для большинства функций f(t), характери-
зующих процессы в автоматических системах [2]. 

Если хотя бы одно из условий 1 – 3 не выполняется, то функция 
f(t) не будет являться оригиналом. Согласно условию 1, оригинал f(t) 
не может обращаться в бесконечность при 0 ≤ t < ∞, поэтому не яв-
ляются оригиналами функции 1/t, tan ωt. Не является оригиналом 

также функция e୲మ, поскольку для этой функции не выполнено усло-

вие 3: функция e୲మ при t → ∞ возрастает быстрее, чем возрастает 
функция eୡబ୲. 
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Функция F(s) комплексного переменного s = c + jω, опреде-
ляемая равенством 

F(s) = න f(t)eିୱ୲dt
ஶ

଴

, (1.1) 

называется изображением функции f(t) по Лапласу. Интеграл в пра-
вой части равенства (1.1) называется интегралом Лапласа. 

Этот несобственный интеграл, по определению, равен 

න f(t)eିୱ୲dt
ஶ

଴

= lim
ୠ→ஶ
ୟ→ା଴

න f(t)eିୱ୲dt
ୠ

ୟ

, 

причем a → +0 означает правый предельный переход. 
С помощью интеграла Лапласа устанавливается соответствие 

между функцией-оригиналом f(t) и ее изображением F(s). Процесс 
получения изображения F(s) по заданной функции f(t) называется 
преобразованием Лапласа. Символически преобразование Лапласа 
записывается в виде 

L[f(t)] = F(s). 
Рассмотрим примеры нахождения изображений для некоторых 

функций-оригиналов. 
Пример 1. Найти изображение единичной ступенчатой функции 

1(t). 
Решение. Используя формулу преобразования Лапласа (1.1), бу-

дем иметь: 

F(t) = L[1(t)] = න 1(t)eିୱ୲dt
ஶ

଴

= න eିୱ୲dt
ஶ

଴

= �−
eିୱ୲

s ቤ
଴

ஶ

= � −1
seୱ୲ฬ

଴

ஶ

=
1
s

. 

Таким образом, получили: 

L[1(t)] =
1
s

. 
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Пример 2. Найти изображение функции f(t) = e஑୲, где α – дей-
ствительное или комплексное число. 

Решение. В соответствии с формулой (1.1) имеем: 

F(t) = L[e஑୲] = න e஑୲eିୱ୲dt
ஶ

଴

= න eି୲(ୱି஑)dt
ஶ

଴

= 

= �−
eି୲(ୱି஑)

s − α ቤ
଴

ஶ

= � −1
(s − α)e୲(ୱି஑)ฬ

଴

ஶ

=
1

s − α
. 

Таким образом, получили: 

L[e஑୲] =
1

s − α
. 

Таким образом, используя преобразование Лапласа, можно най-
ти изображения и для других функций-оригиналов. В приложении 6 
приведена таблица соответствий «оригинал-изображение» для неко-
торых функций. 

Для перехода от изображения F(s) к соответствующему ориги-
налу f(t) необходимо выполнить обратное преобразование Лапласа: 

f(t) =
1

2πj
න F(s)eୱ୲ds

ୡା୧ஶ

ୡି୧ஶ

. (1.2) 

Формула (1.2) называется формулой обращения. Непосредст-
венное ее использование затруднительно, поэтому на практике для 
отыскания оригиналов по их изображениям применяют теоремы раз-
ложения (см. раздел 1.4). 

Задачи для самостоятельного решения 
Найти изображения для функций-оригиналов: 
1) f(t) = t; 
2) f(t) = tଶ. 
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1.3. Основные свойства преобразования Лапласа 
 
1. Линейность преобразования. Если функции fଵ(t), fଶ(t), …, 

f୬(t) являются оригиналами и их изображения есть соответственно 
Fଵ(s), Fଶ(s), …, F୬(s) и если λଵ, λଶ, …, λ୬ – величины, не зависящие 
от t и s, то справедливы равенства: 

L ൥෍ λ୩f୩(t)
୬

୩ୀଵ

൩ = ෍ λ୩F୩(s)
୬

୩ୀଵ

, 

Lିଵ ൥෍ λ୩F୩(s)
୬

୩ୀଵ

൩ = ෍ λ୩f୩(t)
୬

୩ୀଵ

. 

Пример. Найти изображение F(s) функции f(t) = sin ωt. 
Для решения данной задачи функцию sin ωt определим через 

экспоненциальные функции. Для тригонометрических и гиперболи-
ческих функций справедливы выражения: 

sin ωt =
e୧ன୲ − eି୧ன୲

2i
,    cos ωt =

e୧ன୲ + eି୧ன୲

2
, 

sh ωt =
eன୲ − eିன୲

2
,    ch ωt =

eன୲ + eିன୲

2
. 

В соответствии со свойством линейности преобразования будем 
иметь: 

F(s) = L[sin ωt] = L ቈ
e୧ன୲ − eି୧ன୲

2i ቉ =
1
2i ൣL൫e୧ன୲൯ − L൫eି୧ன୲൯൧ = 

=
1
2i

൤
1

s − iω
−

1
s + iω

൨ =
1
2i

⋅
s + iω − s + iω

(s − iω)(s + iω) =
1
2i

⋅
2iω

sଶ − iଶωଶ = 

=
ω

sଶ + ωଶ. 

Аналогичным образом можно получить изображения F(s) для 
функций-оригиналов: f(t) = cos ωt, f(t) = sh ωt, f(t) = ch ωt, f(t) =
e஑୲ sin ωt, f(t) = e஑୲ cos ωt, f(t) = e஑୲ sh ωt, f(t) = e஑୲ ch ωt.  В прило-
жении 6 приведены изображения для указанных функций. 
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2. Подобие. Если функция f(t) – оригинал, F(s) – его изображе-
ние, то для любого числа λ > 0 будем иметь: 

L[f(λt)] =
1
λ

F ቀ
s
λ

ቁ. 

Пример. Пусть L[cos t] = ୱ
ୱమାଵ

, тогда изображение F(s) функции 

f(t) = cos ωt согласно свойству подобия запишется: 

L[cos ωt] =
1
ω ቈ

s ω⁄
(s ω⁄ )ଶ + 1቉ =

s
ωଶ ൤

1
sଶ ωଶ⁄ + 1

൨ = 

=
s

ωଶ ൦
1

sଶ + ωଶ

ωଶ

൪ =
s

sଶ + ωଶ. 

3. Дифференцирование и интегрирование оригинала 
Дифференцирование оригинала 
Если функция f(t) и ее производная f ᇱ(t) являются оригиналами 

и F(s) есть изображение оригинала f(t), то справедливо равенство: 
L[f ᇱ(t)] = sF(s) − f(+0), 

где f(+0) = lim୲→ା଴ f(t). 
Пример. Определить изображение f ᇱ(t), если f(t) = eି୲ cos(3t). 
Решение. По таблице соответствий «оригинал-изображение» 

приложения 6 находим: 

L[eି୲ cos(3t)] =
s + 1

(s + 1)ଶ + 9
. 

Определим значение функции f(t) при t → +0: 
f(+0) = lim

୲→ା଴
f(t) = lim

୲→ା଴
[eି୲ cos(3t)] = 1. 

Таким образом, в соответствии с теоремой дифференцирования 
оригиналов будем иметь: 

L[f ᇱ(t)] = s
s + 1

(s + 1)ଶ + 9
− 1. 
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Интегрирование оригинала 
Если функция f(t) – оригинал, F(s) – его изображение, то спра-

ведливо выражение: 

L ቎න f(t)dt
୲

଴

቏ =
F(s)

s
+

f ିଵ(+0)
s

, 

где f ିଵ(t) – первообразная функции f(t). 

Пример. Определить изображение интеграла ∫ f(t)dt୲
଴  от функ-

ции f(t) = cos(t), если L[cos t] = ୱ
ୱమାଵ

. 

Решение. В соответствии с теоремой интегрирования оригина-
лов будем иметь: 

L ቎න f(t)dt
୲

଴

቏ =
s

(sଶ + 1)s
+

0
s

=
1

sଶ + 1
. 

4. Смещение в области оригиналов и изображений 
Теорема запаздывания. Если функция f(t) – оригинал, F(s) – его 

изображение, то изображение смещенного оригинала f(t − α), где α – 
положительное число, определяется равенством: 

L[f(t − α)] = eି஑ୱF(s). 
Пример. Определить изображение функции f(t) = cos(t − 3), 

если L[cos t] = ୱ
ୱమାଵ

. 

Решение. Согласно теореме запаздывания будем иметь: 

F(s) = L[f(t)] = L[cos(t − 3)] = eିଷୱ s
sଶ + 1

. 

Теорема смещения. Если функция f(t) – оригинал, F(s) – его 
изображение и если α – некоторое число, то справедливо равенство: 

L[e஑୲f(t)] = F(s − α). 
Пример. Определить изображение функции f(t) = eହ୲ cos(3t), 

если L[cos(3t)] = ୱ
ୱమାଽ

. 
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Решение. Согласно теореме смещения будем иметь: 

F(s) = L[f(t)] = L[eହ୲ cos(3t)] =
s − 5

(s − 5)ଶ + 9
=

s − 5
sଶ − 10s + 34

. 

5. Начальное и предельное значения оригинала. Существуют 
так называемые предельные теоремы, позволяющие по виду изобра-
жения оригинала судить о его поведении при t = 0 и t → ∞. 

Теорема 1. Если f(t) и f ᇱ(t) – оригиналы, L[f(t)] = F(s), то при 
существовании предела lim୲→ା଴ f(t) справедливо равенство: 

lim
ୱ→ஶ

sF(s) = lim
୲→ା଴

f(t), 

причем s → ∞ по такому пути,  что Re(s) = c неограниченно возрас-
тает. 

Пример. Найти начальное значение оригинала f(t), если его 

изображение F(s) = ଵ
(ୱା஑)మ. 

Решение. В соответствии с предельной теоремой имеем: 

f(0) = lim
୲→ା଴

f(t) = lim
ୱ→ஶ

sF(s) = lim
ୱ→ஶ

൤
s

(s + α)ଶ൨ = 0. 

Теорема 2. Если f(t) и f ᇱ(t) – оригиналы, L[f(t)] = F(s), то: 
lim
ୱ→଴

sF(s) = lim
୲→ஶ

f(t). 

Пример. Определить предельное значение оригинала f(t), если 

его изображение F(s) = ଵ
(ୱା஑)మ. 

Решение. В соответствии с предельной теоремой имеем: 

f(∞) = lim
୲→ஶ

f(t) = lim
ୱ→଴

sF(s) = lim
ୱ→଴

൤
s

(s + α)ଶ൨ = 0. 

 
1.4. Определение оригинала по изображению. 

Обратное преобразование Лапласа. Теоремы разложения 
 

Непосредственное применение формулы обращения (1.2) за-
труднительно, поэтому для нахождения оригинала применяют теоре-
мы разложения и правила преобразования изображения к табличному 
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виду. На практике отыскание функции-оригинала обычно проводят 
по следующему плану. Прежде всего, следует по таблице оригиналов 
и изображений (приложение 6) попытаться отыскать для заданного 
изображения F(s) соответствующий ему оригинал f(t). Второй путь 
состоит в том, что функцию F(s) представляют в виде суммы про-
стейших рациональных дробей, а затем, используя свойство линейно-
сти преобразования, находят оригинал. Третий путь – применение 
теорем разложения и формулы обращения. 

Рассмотрим случай, когда изображение является дробно-
рациональной функцией, т.е. представляет собой отношение двух 
многочленов: 

F(s) =
A(s)
B(s)

=
b଴s୫ + bଵs୫ିଵ + ⋯ + b୫ିଵs + b୫

a଴s୬ + aଵs୬ିଵ + ⋯ + a୬ିଵs + a୬
, 

причем m < ݊ и коэффициенты a и b – действительные. Вычислив 
корни знаменателя s୧ (i = 1, 2, … , ݈), где ݈ – количество корней, пред-
ставим это изображение в виде: 

F(s) =
A(s)
B(s)

=
b଴s୫ + bଵs୫ିଵ + ⋯ + b୫ିଵs + b୫

a଴(s − sଵ)୩భ(s − sଶ)୩మ … (s − s௟)୩೗
, (1.3) 

где k୧ – кратность корня s୧, причем kଵ + kଶ + ⋯ + k௟ = n. 
Для определения оригинала, соответствующего изображению 

(1.3), используется формула: 

f(t) = Lିଵ[F(s)] = ෍
1

(k୧ − 1)!
lim
ୱ→ୱ౟

d୩౟ିଵ

ds୩౟ିଵ ൣ(s − s୧)୩౟F(s)eୱ୲൧
௟

୧ୀଵ

. (1.4) 

Если все корни s୧ знаменателя изображения F(s) будут простыми, 
т.е. k୧ = 1 (i = 1, 2, … , ݈), то оригинал определяется по формуле: 

f(t) = Lିଵ[F(s)] = ෍
A(s୧)
Bᇱ(s୧)

eୱ౟୲
௟

୧ୀଵ

, (1.5) 

где Bᇱ – производная знаменателя F(s) по s. 
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В случае если знаменатель B(s) имеет один корень при s = 0, т.е. 
B(s) = sBଵ(s), где Bଵ(s) = a଴(s − sଶ)(s − sଷ) … (s − s௟),  то для опре-
деления оригинала используется формула: 

f(t) = Lିଵ[F(s)] =
A(0)
Bଵ(0)

+ ෍
A(s୧)

s୧Bଵ
ᇱ (s୧)

eୱ౟୲
௟

୧ୀଶ

. (1.6) 

Пример 1. Определить оригинал f(t), соответствующий изобра-

жению F(s) = ହ
(ୱିଶ)(ୱାଷ). 

Решение. В соответствии с формулой (1.5) будем иметь: 
A(s) = 5, B(s) = (s − 2)(s + 3) = sଶ + s − 6, Bᇱ(s) = 2s + 1. 
Корни знаменателя: sଵ = 2, sଶ = −3. 
A(sଵ) = A(sଶ) = 5, Bᇱ(sଵ) = 5, Bᇱ(sଶ) = −5. 
Оригинал f(t) запишется: 

f(t) = Lିଵ[F(s)] = Lିଵ ൤
5

(s − 2)(s + 3)൨ =
5
5

eଶ୲ +
−5
5

eିଷ୲ = eଶ୲ − eିଷ୲. 

Пример 2. Определить оригинал f(t), соответствующий изобра-

жению F(s) = ଵ
(ୱା஑)మ. 

Решение. s = −α – единственный корень двойной кратности. 
Для определения оригинала воспользуемся формулой (1.4). При этом 
будем иметь: ݈ = 1, sଵ = −α, kଵ = 2. 

f(t) = Lିଵ ൤
1

(s + α)ଶ൨ =
1

(2 − 1)!
lim

ୱ→ି஑

dଶିଵ

dsଶିଵ ൤(s + α)ଶ 1
(s + α)ଶ eୱ୲൨ = 

= lim
ୱ→ି஑

d
ds

[eୱ୲] = lim
ୱ→ି஑

[teୱ୲] = teି஑୲. 

Пример 3. Определить оригинал f(t), соответствующий изобра-

жению F(s) = ଷୱమିୱାଵ
(ୱାଵ)(ୱାଶ)ୱ

. 

Решение. Знаменатель F(s) имеет один корень sଵ = 0. Таким об-
разом, необходимо воспользоваться теоремой разложения (1.6): 
A(s) = 3sଶ − s + 1, B(s) = (s + 1)(s + 2)ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

୆భ(ୱ)
s. 
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Bଵ(s) = sଶ + 3s + 2, Bଵ
ᇱ (s) = 2s + 3. 

Корни знаменателя: sଶ = −1, sଷ = −2. 
A(0) = 1, A(sଶ) = 5, A(sଷ) = 15, Bଵ(0) = 2, Bଵ

ᇱ (sଶ) = 1, Bଵ
ᇱ (sଷ) = −1. 

f(t) = Lିଵ ቈ
3sଶ − s + 1

(s + 1)(s + 2)s቉ =
1
2

+
5eି୲

−1 ⋅ 1
+

15eିଶ୲

−2 ⋅ (−1) = 

=
1
2

− 5eି୲ +
15
2

eିଶ୲. 

Задачи для самостоятельного решения 
Используя теоремы разложения (формулы 1.4 – 1.6), определить 

оригиналы f(t), соответствующие изображениям: 

1)  F(s) =
3

(s − 1)(s − 3) ; 

2)  F(s) =
7

(s − 1)(s − 3)(s + 6) ; 

3)  F(s) =
2

(s − 1)ଶ 
; 

4)  F(s) =
3s

(s − 1)ଶ(s + 4) 
; 

5)  F(s) =
2s

(s + 1)(s + 3)ଷ 
; 

6)  F(s) =
5sଶ + s + 2

(s − 3)(s + 1)s
; 

7)  F(s) =
sଷ + 3sଶ + 5s − 1

(s − 3)(s + 1)(s + 5)s
. 

 
1.5. Аналитическое решение линейных дифференциальных 

уравнений и их систем с применением преобразования Лапласа 
 

С помощью преобразования Лапласа можно получить аналити-
ческое решение линейных дифференциальных (интегро-
дифференциальных) уравнений с постоянными коэффициентами. 
Общая схема решения задачи методами операционного исчисления 
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приведена в разделе 1.1. В соответствии с этой схемой, преобразуя 
исходное дифференциальное уравнение по Лапласу и учитывая при 
этом начальные условия, приходят к алгебраическому уравнению от-
носительно изображения решения дифференциального уравнения. 
Решая алгебраическое уравнение, находят изображение решения 
дифференциального уравнения. Переход от изображения решения к 
самому решению может быть произведен способами, указанными в 
разделе 1.4. В ряде случаев можно воспользоваться таблицами соот-
ветствий «оригинал – изображение» (приложение 6). 

Пример 1. Найти решение уравнения 
dଶx
dtଶ + 3

dx
dt

+ 2x = 0 

с начальными условиями: x(0) = 0, xᇱ(0) = 1. 
Решение. Преобразуем каждый член этого уравнения по Лапла-

су. При этом положим L[x(t)] = X(s) и воспользуемся свойствами 
преобразования Лапласа, тогда: 

L ቈ
dଶx
dtଶ቉ = sଶX(s) − sx(0) − xᇱ(0) = sଶX(s) − 1, 

L ൤3
dx
dt

൨ = 3L ൤
dx
dt

൨ = 3sX(s) − 3x(0) = 3sX(s),  L[2x] = 2X(s). 

После преобразования дифференциального уравнения по Лапла-
су получаем алгебраическое уравнение относительно изображения 
X(s): 

sଶX(s) − 1 + 3sX(s) + 2X(s) = 0,   X(s)[sଶ + 3s + 2] = 1. 
Изображение решения запишется: 

X(s) =
1

sଶ + 3s + 2
. 

Знаменатель этой дроби имеет корни sଵ = −1 и sଶ = −2, поэто-
му X(s) можно представить в виде суммы элементарных слагаемых: 

X(s) =
1

sଶ + 3s + 2
=

1
s + 1

−
1

s + 2
. 
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Для определения оригинала x(t), соответствующего изображе-
нию X(s), т.е. решения заданного дифференциального уравнения, вы-
полним обратное преобразование Лапласа: 

x(t) = Lିଵ[X(s)] = Lିଵ ൤
1

s + 1
−

1
s + 2

൨ = 

= Lିଵ ൤
1

s + 1
൨ − Lିଵ ൤

1
s + 2

൨ = eି୲ − eିଶ୲. 

При определении x(t) также можно было воспользоваться тео-
ремой разложения (формула 1.5). 

Пример 2. Решить систему уравнений  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

dx
dt

= x − 2y − 2z,

dy
dt

= 2x + 7y + 5z,

dz
dt

= −2x − 4y − 2z,

� 

с начальными условиями: x(0) = 0, y(0) = 3, z(0) = −2. 
Решение. Пусть L[x(t)] = X(s), L[y(t)] = Y(s), L[z(t)] = Z(s). 

Преобразуя каждое уравнение системы по Лапласу, получаем систе-
му алгебраических уравнений: 

ቐ
(s − 1)X(s) + 2Y(s) + 2Z(s) = 0,

−2X(s) + (s − 7)Y(s) − 5Z(s) = 3,
2X(s) + 4Y(s) + (s + 2)Z(s) = −2.

� 

Используем правило Крамера для нахождения изображений ре-
шений. 

Определим изображение решения X(s). Запишем главный опре-
делитель системы: 

D = อ
s − 1 2 2

−2 s − 7 −5
2 4 s + 2

อ = sଷ − 6sଶ + 11s − 6. 
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Вспомогательный определитель: 

Dଵ = อ
0 2 2
3 s − 7 −5

−2 4 s + 2
อ = 4 − 2s = −2(s − 2). 

Изображение решения: 

X(s) =
Dଵ

D
=

−2(s − 2)
sଷ − 6sଶ + 11s − 6

. 

Далее необходимо разложить знаменатель (например, можно 
использовать метод Горнера). В результате получим: 

sଷ − 6sଶ + 11s − 6 = (s − 1)(s − 2)(s − 3). 
Таким образом, изображение решения примет вид: 

X(s) =
−2(s − 2)

(s − 1)(s − 2)(s − 3) =
−2

(s − 1)(s − 3). 

Определим решение x(t): 

x(t) = Lିଵ[X(s)] = Lିଵ ൤
−2

(s − 1)(s − 3)൨. 

В соответствии с теоремой разложения (1.5) будем иметь: 
A(s) = −2, B(s) = (s − 1)(s − 3) = sଶ − 4s + 3, Bᇱ(s) = 2s − 4. 
Корни знаменателя: sଵ = 1, sଶ = 3. Bᇱ(sଵ) = −2, Bᇱ(sଶ) = 2. 

x(t) =
−2
−2

e୲ +
−2
2

eଷ୲ = e୲ − eଷ୲. 

Для определения x(t) также можно было разложить X(s) на про-
стые дроби и воспользоваться таблицей преобразования Лапласа 
(приложение 6). 

Аналогичным образом можно найти y(t) и z(t): 
y(t) = −2e୲ + 2eଶ୲ + 3eଷ୲,   z(t) = 2e୲ − 2eଶ୲ − 2eଷ୲. 

Задачи для самостоятельного решения 
1. Найти решение дифференциального уравнения 

dଶx
dtଶ + 5

dx
dt

+ 6x = 1 

с начальными условиями: x(0) = 3, xᇱ(0) = −2. 
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2. Найти решение интегро-дифференциального уравнения 
dx
dt

+ 3x + 2 න xdt = eି୲ 

с начальными условиями: x(0) = 2, x(ିଵ)(0) = 1. 
 

1.6. Применение операционного исчисления для определения 
временных характеристик динамических объектов 

 
Как было отмечено в разделе 1.1, операционное исчисление ши-

роко используется в технической кибернетике и теории автоматиче-
ского управления. Например, используя аппарат операционного ис-
числения, можно проводить анализ переходных процессов в системах 
управления. 

Рассмотрим задачу определения переходной h(τ) и импульсной 
k(τ) функции объекта, описываемого апериодическим звеном перво-
го порядка: 

T
dy(τ)

dτ
+ y(τ) = kx(τ), (1.7) 

где T – постоянная времени объекта; k – коэффициент передачи объ-
екта; x(τ) – вход; y(τ) – выход. 

Получим переходную функцию – реакцию объекта на единич-
ное ступенчатое воздействие, т.е. при x(τ) = 1(τ). Для решения зада-
чи необходимо располагать передаточной функцией объекта. Пере-
даточная функция – это отношение изображения выходной пере-
менной к изображению входной при нулевых начальных условиях. 

Для определения передаточной функции преобразуем уравнение 
(1.7) по Лапласу и приведем подобные слагаемые: 

TsY(s) + Y(s) = kX(s),  Y(s)(Ts + 1) = kX(s). 
Передаточная функция объекта запишется: 

W(s) =
Y(s)
X(s) =

k
Ts + 1

. 
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Получим изображение переходной функции:  

Y(s) = W(s)X(s),  X(s) = L[x(τ)] = L[1(τ)] =
1
s

, 

h෠(s) = W(s)
1
s

=
k

(Ts + 1)s
. 

Определим переходную функцию h(τ): 

h(τ) = Lିଵൣh෠(s)൧ = Lିଵ ൤
k

(Ts + 1)s
൨, 

h(τ) = Lିଵ ൤
−kT

Ts + 1
൨ + Lିଵ ൤

k
s

൨ = Lିଵ ൤
−kT/T

s + 1/T 
൨ + Lିଵ ൤

k
s

൨. 

Воспользуемся таблицей преобразования Лапласа (приложение 
6), в результате получим: 

h(τ) = −k ⋅ eିத
୘ + k ⋅ 1(τ) = k ቀ1 − eିத

୘ቁ. 

Получим импульсную функцию – реакцию объекта на импульс-
ное воздействие, т.е. при x(τ) = δ(τ). 

Аналогичным образом определяем выражение для импульсной 
функции: 

X(s) = L[x(τ)] = L[δ(τ)] = 1,  k෠(s) = W(s) =
k

Ts + 1
, 

k(τ) = Lିଵൣk෠(s)൧ = Lିଵ ൤
k

Ts + 1
൨ = Lିଵ ൤

k/T
s + 1/T

൨ =
k
T

eିத
୘. 

Таким образом, для объекта, описываемого уравнением (1.7), 
получили переходную и импульсную функции: 

h(τ) = k ቀ1 − eିத
୘ቁ ,  k(τ) =

k
T

eିத
୘. 

 
1.7. Нахождение изображений и оригиналов в среде системы 

компьютерной математики Mathcad 
 

Рассмотрим способы определения изображений и оригиналов, 
используя средства системы компьютерной математики Mathcad. 
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Имеется функция-оригинал f(t) = a ⋅ eିୠ୲, где a и b – константы. 
Необходимо получить изображение этой функции – F(s). Для этого 
сначала записываем данную функцию в рабочей области, далее выде-
ляем переменную, относительно которой необходимо получить изо-
бражение (в нашем случае t), после чего в меню «Symbolics» («Сим-
вольные операции») необходимо выбрать раздел «Transform» («Пре-
образование») и выполнить (щелкнув по строке) операцию «Laplace» 
(«Лапласа»). В результате получим: 

          

Необходимо отметить, что при выделении другой переменной (на-
пример a) будет получен совершенно другой результат. 

Для того чтобы проверить правильность вычислений, выделим в 
найденном изображении переменную s и выполним операцию 
«Inverse Laplace» («Обратное Лапласа»). В результате получим ис-
ходный оригинал. 

Более наглядный способ работы с оригиналами и изображения-
ми – использование операторов «laplace» и «invlaplace» панели инст-
рументов «Символьные преобразования» (рис. 1.1). 

 

 
Рис. 1.1. Панель символьных операций 

 
Ниже приведен листинг Mathcad-программы, иллюстрирующей 

применение данных операторов. 

         

a e b- t××
a

b s+

a e b- t×× laplace
a

b s+
®

a
b s+

invlaplace a e b t×-×®
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После операторов «laplace» и «invlaplace» через запятую можно 
указывать переменную, относительно которой необходимо выпол-
нить преобразование. По умолчанию, прямое преобразование Лапла-
са идет по переменной t, обратное – по переменной s. 

Чтобы определить единичную ступенчатую функцию (функцию 
Хевисайда), необходимо выполнить последовательность команд 
«Вставка» → «Функция» → «heaviside step». Также можно ввести бу-
кву «F»,  после чего нажать сочетание клавиш «ctrl+g».  Ниже приве-
ден соответствующий пример. 

           

В некоторых случаях, при работе с более сложными функциями, 
необходимо прибегать к средствам упрощения получаемых выраже-
ний, используя операторы «simplify», «assume», «collect». Так, при 
определении изображения функции 

f(x) =
1

2ωଷ [sin(ωt) − ωt cos(ωt)], 

получим следующий результат: 

 

Применяя обратное преобразование Лапласа к полученному вы-
ражению, получим: 

 

После упрощения будем иметь: 

 

a e b- t×× laplace t, 
a

b s+
®

a
b s+

invlaplace s, a e b t×-×®

F t( ) laplace
1
s

®
1
s

invlaplace 1®

1

2 w
3×

sin w t×( ) w t× cos w t×( )×-( )× laplace
1

w
2 s2+( )2

®

1

w
2 s2+( )2

invlaplace
sin t w

2×( ) t cos t w
2×( )× w

2×-

2 w
2( )

3
2

×

®

1

w
2 s2+( )2

invlaplace

assume w 0>, 
sin w t×( ) w t× cos w t×( )×-

2 w
3×

®



 27

Как видим, получили результат, полностью соответствующий 
исходной функции-оригиналу. 

Задание для самостоятельной работы 
Найти изображения для функций-оригиналов (табл. 1.1), исполь-

зуя средства пакета MATHCAD. Найти оригиналы для полученных 
изображений, применяя обратное преобразование Лапласа. При необ-
ходимости упростить полученные выражения, используя символьные 
функции «simplify», «assume» и др. Сравнить полученные и исходные 
оригиналы. 

 
Табл. 1.1. Функции-оригиналы 

№ f(t) № f(t) 

1 1(t) 10 1 − (1 + αt)eି஑୲

αଶ  

2 eି஑୲ 11 β
αଶ + ൬

α − β
α

t −
β

αଶ൰ eି஑୲ 

3 eି஑୲ − eିஒ୲

β − α
 12 t sin(ωt) 

4 1
αβ

+
βeି஑୲ − αeିஒ୲

αβ(α − β)
 13 t cos(ωt) 

5 sin (ωt) 14 t sinh(ωt) 

6 cos (ωt) 15 t cosh(ωt) 

7 sinh(ωt) 16 1
ωଶ t −

1
ωଷ sin(ωt) 

8 cosh(ωt)   17 1
ωଷ sinh(ωt) −

1
ωଶ t 

9 t୬ 18 1
2ω

t sin(ωt) 
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Окончание табл. 1.1 

№ f(t) № f(t) 

19 t୬eି஑୲ 24 1
2ω

[sin(ωt) + ωt cos(ωt)] 

20 1
ω

eି஑୲sin (ωt) 25 1
2ωଷ [sin(ωt) − ωt cos(ωt)] 

21 eି஑୲cos (ωt) 26 1
2ωଷ [ωt cosh(ωt) − sinh(ωt)] 

22 eି஑୲ + αt − 1
αଶ  27 sin(ωt ± φ) 

23 [(β − α)t + 1]eି஑୲ 28 cos(ωt ± φ) 
 

1.8. Применение пакета Mathcad для аналитического решения 
дифференциальных уравнений и их систем 

 
Рассмотрим примеры аналитического решения дифференциаль-

ных уравнений и их систем методами операционного исчисления с 
применением пакета Mathcad. Для проверки корректности примене-
ния методов операционного исчисления также решим исходное диф-
ференциальное уравнение (систему) численным методом. 

Пример 1. Получить аналитическое решение неоднородного 
дифференциального уравнения второго порядка 

dଶy(t)
dtଶ + 4y(t) = 12 cos(2t) , y(0) = 0, yᇱ(0) = 1. 

Приступая к решению уравнения, получим, прежде всего, его 
изображение с помощью прямого преобразования Лапласа. Для этого 
используем специальный оператор «Laplace» («Лапласа») панели 
«Symbolic» («Символьные»): 

 laplace ®
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В левом маркере этого оператора должно быть определено пре-
образуемое выражение (обязательно без «=», то есть все члены из 
правой части уравнения должны быть перенесены в левую), в правом 
– переменная, по которой будет осуществляться преобразование (в 
нашем случае – t): 

 

 

Далее следует упростить полученное громоздкое выражение. 
Для этого переменную laplace(y(t), t, s) заменим, например, на YL, бо-
лее воспринимаемую визуально. Кроме того, в изображении также 
присутствует определение начального условия для первой производ-
ной yᇱ(0) в следующем виде: 

 

Проводить дальнейшие преобразования при наличии такого ро-
да элементов затруднительно, поэтому введем в выражение обычную 
константу, например y0d, и изменим обозначение начального условия 
для функции с y(0) на y0. В результате получим: 

 

В приведенном выражении Y୐ = Y(s), y଴ = y(0), y଴ୢ = yᇱ(0). 
После того как изображение ОДУ приведено в приемлемый для 

дальнейших операций вид, его нужно разрешить относительно YL. 
Для этого воспользуемся специальным оператором символьного ре-
шения уравнений «solve» панели «Symbolic»: 

2t
y t( )d

d

2
4 y t( )×+ 12 cos 2 t×( )×- laplace t, ®

s2 laplace y t( ) t, s, ( )×
12 s×

s2 4+
- x0 0¬

x0
y x0( )d

d

- s y 0( )×- 4 laplace y t( ) t, s, ( )×+

x0 0¬

x0
y x0( )d

d

s2 YL×
12 s×

s2 4+
- y0d- s y0×- 4 YL×+
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Чтобы получить решение дифференциального уравнения, к по-
лученному изображению решения нужно применить операцию об-
ратного преобразования Лапласа. Сделать это можно с помощью опе-
ратора «invlaplace» панели «Symbolic»: 

 

 

В полученном громоздком выражении желательно привести по-
добные слагаемые, что можно сделать, задействовав оператор 
«collect» панели «Symbolic»: 

 

 

Таким образом, мы получили аналитическое решение диффе-
ренциального уравнения в общем виде. 

Величины y0 и y0d представляют собой некоторые константы, 
определяющие вид искомой функции. По сути, y0 и y0d есть началь-
ные условия. Если задать их численно, мы получим задачу Коши, ко-
торая, как известно, имеет единственное решение: 

      

 

s2 YL×
12 s×

s2 4+
- y0d- s y0×- 4 YL×+

solve YL, 

collect s, 
®

y0 s3× y0d s2×+ 4 y0× 12+( ) s×+ 4 y0d×+

s4 8 s2×+ 16+

y0 s3× y0d s2×+ 4 y0× 12+( ) s×+ 4 y0d×+

s4 8 s2×+ 16+
invlaplace s, ®

3 t× sin 2 t×( )× y0 cos 2 t×( )×+
y0d sin 2 t×( )×

2
+

3 t× sin 2 t×( )× y0 cos 2 t×( )×+
y0d sin 2 t×( )×

2
+ collect sin 2 t×( ), ®

3 t×
y0d

2
+

æ
ç
è

ö
÷
ø

sin 2 t×( )× y0 cos 2 t×( )×+

y0 0:= y0d 1:=

y t( ) 3 t×
y0d
2

+
æ
ç
è

ö
÷
ø

sin 2 t×( )× y0 cos 2 t×( )×+:=
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Записав полученное выражение как функцию от t, можно по-
строить соответствующий график (рис. 1.2).  

Рис. 1.2. Графическое решение ОДУ 
 
Аналитическое решение для вышеприведенной задачи Коши 

можно также получить «за один прием», т.е. все необходимые сим-
вольные операторы задействовать в одном блоке вычислений. Рас-
смотрим на примере. 

Введем переменную ODE_LAPLACE, соответствующую исход-
ному дифференциальному уравнению, преобразованному по Лапласу: 

 

Сначала выполним замену переменных, используя оператор 
«substitute» панели «Symbolic», и упростим выражение: 

 

y t( ) sin 2 t×( ) 3 t×
1
2

+æç
è

ö÷
ø

×®

0 2 4 6 8 10

40-

20-

20

40

y t( )

t

ODE_LAPLACE s2 laplace y t( ) t, s, ( )×
12 s×

s2 4+
- x0 0¬

x0
y x0( )d

d

- s y 0( )×- 4 laplace y t( ) t, s, ( )×+:=

ODE_LAPLACE

substitute laplace y t( ) t, s, ( ) YL, 

substitute y 0( ) y0, 

substitute x0 0¬

x0
y x0( )d

d

yod, 

simplify

4 YL× yod- YL s2×+
12 s×

s2 4+
- s y0×-®
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Далее, необходимо получить изображение решения Y(s), т.е. 
решить полученное уравнение относительно Y(s). Для этого модифи-
цируем наш листинг следующим образом: 

 

Применяем к полученному выражению обратное преобразова-
ние Лапласа. Программа будет выглядеть следующим образом: 

 

С учетом начальных условий будем иметь: 

 

ODE_LAPLACE

substitute laplace y t( ) t, s, ( ) YL, 
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3 t× sin 2 t×( )× y0 cos 2 t×( )×+
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1
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ö÷
ø

×®



 33

Очевидно, что в полученном варианте программы замена пере-
менных, отражающих операцию преобразования Лапласа и началь-
ные условия, является избыточной. Однако необходимо понимать, 
что данная замена была необходима для анализа результатов на про-
межуточных этапах решения задачи. 

Таким образом, окончательный вариант программы аналитиче-
ского решения задачи Коши можно представить в виде: 

 

 

 

 

Следует отметить, что данный вариант программы не является 
универсальным.  Таким образом, процесс нахождения аналитическо-
го решения требует творческого подхода. 

Решим исходное дифференциальное уравнения численным ме-
тодом. Используем для этого функцию «Odesolve» пакета Mathcad. 
Листинг программы численного решения ОДУ представлен ниже. 
  

2t
y t( )d

d

2
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- x0 0¬
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d

- s y 0( )×- 4 laplace y t( ) t, s, ( )×+
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- s y 0( )×- 4 laplace y t( ) t, s, ( )×+:=
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Для сравнения аналитического и численного решений ОДУ 
представим результаты на одном графике (рис. 1.3). Соответствие ре-
зультатов свидетельствует о корректности применения методов опе-
рационного исчисления для аналитического решения ОДУ. 

 

Рис. 1.3. Результаты аналитического и численного решений ОДУ 
 

Пример 2. Получить аналитическое решение для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка 

൞

dx(t)
dt

= 4x(t) − 3y(t) + 2e୲

dy(t)
dt

= 3x(t) − 2y(t) − tଶ
,    x(0) = −1,  y(0) = 0�. 

Переносим все элементы уравнений в левую часть и преобразу-
ем по Лапласу. Для первого дифференциального уравнения имеем: 

 

 

 

Given

y'' t( ) 4 y t( )×+ 12 cos 2 t×( )×

y 0( ) 0

y' 0( ) 1

y2 Odesolve t 10, ( ):=
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t
x t( )d

d
4 x t( )×- 3 y t( )×+ 2 et×- laplace ®

s laplace x t( ) t, s, ( )× x 0( )-
2

s 1-
- 4 laplace x t( ) t, s, ( )×- 3 laplace y t( ) t, s, ( )×+
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Для второго: 

 

 

В полученных выражениях выполним замену слагаемых   
laplace(x(t), t, s) и laplace(y(t), t, s) на XL и YL. Слагаемые x(0) и y(0), 
определяющие начальные условия, заменим на x0 и y0, соответствен-
но. В результате получим: 

 

 

Решаем полученную систему уравнений относительно XL и YL, 
используя блок «Given…Find». Листинг программы приведен ниже. 
                    

                                  

                                      

                    

Таким образом, мы нашли изображения решений X(s) и Y(s). 
Определим эти функции: 
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d
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X s( )
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s3 s 1-( )3×
-:=

Y s( )
3 s4× 9 s3×- 2 s2×+ 10 s×- 8+

s3 s 1-( )3×
-:=
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Для получения функций решения проводим над полученными 
выражениями обратное преобразование Лапласа, группируя затем 
подобные слагаемые. Для получения функции x(t) выполним после-
довательность действий: 

 

 

 
 
Получим y(t): 

 

 

 

На рис. 1.4 представлены результаты решения задачи Коши для 
системы ОДУ.       

Рис. 1.4. Графическое решение задачи Коши для системы ОДУ 
 

Решим исходную систему дифференциальных уравнений чис-
ленным методом. Используем для этого функцию «Odesolve» пакета 
Mathcad. Листинг программы численного решения системы ОДУ 
представлен ниже.  
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Для сравнения аналитического и численного решений системы 
ОДУ представим результаты на одном графике (рис. 1.5). Соответст-
вие результатов свидетельствует о корректности применения методов 
операционного исчисления для аналитического решения систем ОДУ.       

Рис. 1.5. Результаты аналитического и численного решений задачи 
Коши для системы ОДУ 

 
1.9. Применение пакета Mathcad для получения частотных и 

временных характеристик динамических объектов 
 
Используя средства Mathcad, можно проводить исследование 

частотных и временных характеристик динамических объектов при 
условии, что известно их математическое описание. 

Ниже приведен пример Mathcad-программы построения частот-
ных (АЧХ, ФЧХ, АФЧХ) и временных (переходная и импульсная 
функции) характеристик для объекта, описываемого апериодическим 
звеном первого порядка при различных коэффициентах передачи. 
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Листинг Mathcad-программы 
Задаем значения параметров 

                          частота 

Определяем передаточные функции 

      

Частотные характеристики 

       

       (перевод в градусы) 

 
АЧХ 

 
ФЧХ 

АФЧХ 

 
Временные характеристики 

      

    
 

K1 5:= K2 8:= T1 10:= T2 10:= w 0 0.001, 10..:=

W1 p( )
K1

T1 p× 1+
:= W2 p( )

K2
T2 p× 1+

:=

A1 w( ) W1 i w×( ):= A2 w( ) W2 i w×( ):=

j 1 w( ) arg W1 i w×( )( ) 180
p
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p

×:=
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1
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e
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-
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4 e
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-
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Переходная функция 

 

Импульсная функция 

 
 
Используя средства пакета Mathcad, выражения для АЧХ, ФЧХ 

и АФЧХ можно получить в аналитическом виде. Ниже приведен со-
ответствующий пример. 

 

Листинг Mathcad-программы 

   передаточная функция объекта в общем виде 

Проводим замену p = iω и приводим передаточную функцию к виду α + βi 

        

Определяем действительную и мнимую части комплексного числа 

     

Получаем АЧХ 

 

Упрощаем выражение 

 

Получаем ФЧХ 
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Определяем АФЧХ 

         

В некоторых случаях при построении временных характеристик 
в конечном выражении может присутствовать Дельта-функция 
(функция Дирака), определяемая в Mathcad как Δ(t) или Δ(t − tз), где 
tз – время запаздывания. Непосредственно построить график данной 
функции в Mathcad нельзя, поэтому дельта-функцию нужно опреде-
лить вручную, например, как показано ниже. 

 

Листинг Mathcad-программы 
 

 

 
1.10. Лабораторная работа №1 

 
Тема: «Основы операционного исчисления. Прямое и обратное 

преобразование Лапласа». 
Цель работы: приобретение навыков нахождения изображений 

и оригиналов используя средства математического пакета Mathcad. 
Задание (порядок выполнения работы): найти изображения 

для функций-оригиналов (согласно заданным вариантам из табл. 
П.1.1 приложения 1), используя средства системы компьютерной ма-
тематики Mathcad. Используя обратное преобразование Лапласа, най-
ти оригиналы для полученных изображений (при необходимости уп-

Nyquist w( ) A w( ) ei j w( )××:= Nyquist w( ) K
1

T2
w

2× 1+
× e i- atan T w×( )××:=

impulse time delay, ( ) 1 time delayif

0 otherwise

:=
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1
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t



 41

ростить полученные выражения, используя символьные функции 
simplify, assume и проч.). Сравнить полученные и исходные оригина-
лы. Сделать выводы. Показать (на одном примере), что при умноже-
нии оригинала на функцию Хевисайда изображение не меняется. 

Структура лабораторной работы (примерный объем): 
- Титульный лист (1 стр.). 
- Цель работы, задание, исходные данные согласно заданным 

вариантам (1 стр.). 
- Основная часть (3-6 стр.). 
- Выводы по работе (1 стр.). 
В основной части необходимо привести листинги соответст-

вующих Mathcad-программ с подробными комментариями. Расписать 
последовательность действий. 

Варианты заданий на лабораторную работу №1  приведены в 
приложении 1. 

 
1.11. Лабораторная работа №2 

 
Тема: «Применение операционного исчисления для решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем». 
Цель работы: приобретение навыков аналитического решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений и их систем операци-
онным методом в среде пакета Mathcad. 

Задание (порядок выполнения работы):  
Часть 1. Используя методы операционного исчисления, полу-

чить аналитическое решение обыкновенных дифференциальных 
уравнений (согласно заданным вариантам из табл. П.2.1 приложения 
2). Представить результаты решения в графическом виде. Решить 
дифференциальные уравнения численным методом и представить по-
лученные результаты в графическом виде. Сравнить результаты ана-
литического и численного решения, сделать выводы. 
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Часть 2. Используя методы операционного исчисления, полу-
чить аналитическое решение для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (согласно заданным вариантам из табл. П.2.2 
приложения 2). Представить результаты решения в графическом ви-
де. Решить систему дифференциальных уравнений численным мето-
дом и представить полученные результаты в графическом виде. 
Сравнить результаты аналитического и численного решения, сделать 
выводы. 

Структура лабораторной работы (примерный объем): 
- Титульный лист (1 стр.). 
- Цель работы, задание, исходные данные согласно заданным 

вариантам (1-2 стр.). 
- Основная часть (10-15 стр.). 
- Выводы по работе (1 стр.). 
В основной части необходимо привести листинги соответст-

вующих Mathcad-программ с подробными комментариями. Расписать 
последовательность действий. 

Варианты заданий на лабораторную работу №2  приведены в 
приложении 2. 

 
1.12. Лабораторная работа №3 

 
Тема: «Применение операционного исчисления и средств пакета 

Mathcad для исследования динамических звеньев». 

Цель работы: приобретение навыков получения частотных и 

временных характеристик динамических объектов, используя средст-

ва математического пакета Mathcad. 

Задание (порядок выполнения работы): 
Часть 1. Используя средства математического пакета Mathcad, 

построить частотные характеристики (АЧХ, ФЧХ, АФЧХ) типовых 
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динамических звеньев (согласно заданным вариантам из табл. П.3.1 
приложения 3). Получить в аналитическом виде выражения для АЧХ, 
ФЧХ и АФЧХ, используя средства пакета Mathcad. Получить выра-
жения для переходной функции (реакция на ступенчатое входное 
воздействие) и импульсной функции (реакция на импульсное воздей-
ствие). Представить соответствующие графические зависимости для 
переходной и импульсной функций. Сделать выводы. 

Часть 2. Используя средства математического пакета Mathcad, 
построить частотные характеристики (АЧХ, ФЧХ, АФЧХ) для объек-
та, описываемого заданной передаточной функцией (согласно задан-
ным вариантам из табл. П.3.2 приложения 3). Сделать выводы. 

Структура лабораторной работы (примерный объем): 
- Титульный лист (1 стр.). 
- Цель работы, задание, исходные данные согласно заданным 

вариантам (1-2 стр.). 
- Основная часть (10-15 стр.). 
- Выводы по работе (1-2 стр.). 
В основной части необходимо привести листинги соответст-

вующих Mathcad-программ с подробными комментариями. Расписать 
последовательность действий. 

Варианты заданий на лабораторную работу №3  приведены в 
приложении 3. 
 

2. Планирование эксперимента и регрессионный анализ 
2.1. Теоретические основы планирования эксперимента 

Экспериментальные исследования ведутся во всех областях нау-
ки и техники. Они проводятся на производстве, в лабораториях, на 
опытных участках для исследования различных процессов (объек-
тов). Цель этих экспериментов, как правило, заключается либо в ус-
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тановлении новых фактов об исследуемом явлении, либо сравнении 
влияния различных условий на рассматриваемый процесс [9]. 

Планирование эксперимента можно рассматривать как одно из 
направлений технической кибернетики, задачей которого является 
оптимальное управление экспериментом в условиях неполной ин-
формации о механизме процесса [6, 8]. 

Рост объемов экспериментальных исследований сделал актуаль-
ной постановку вопроса об эффективности эксперимента. Эффектив-
ное проведение эксперимента требует научного подхода к его плани-
рованию. Одним из возможных путей повышения эффективности ис-
следований является применение математических методов и построе-
ние математической теории планирования эксперимента. 

В инженерной практике возникают различные задачи по плани-
рованию и обработке результатов эксперимента. Их разнообразие оп-
ределяется требованиями к эксперименту, характером исследуемых 
величин, наличием априорных сведений и т. д [7]. 

Планирование эксперимента – это процедура выбора числа и ус-
ловий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения 
поставленной задачи с требуемой точностью. Задачи, для решения 
которых может использоваться планирование эксперимента, чрезвы-
чайно разнообразны. Теория планирования эксперимента успешно 
применяется для поиска оптимальных условий процесса (задача оп-
тимизации процессов), решения задач автоматизации и управления 
объектами, построения интерполяционных моделей, изучения кине-
тики и механизма явлений, оценки и уточнения констант теоретиче-
ских моделей и т.д. [5–11]. 

Наибольшее практическое значение имеет задача поиска опти-
мальных условий процесса [5, 8]. Поиск оптимальных условий явля-
ется одной из наиболее распространенных научно-технических задач. 
Они возникают в тот момент, когда установлена возможность прове-
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дения процесса и необходимо найти наилучшие (оптимальные в не-
котором смысле) условия его реализации. Задачи, сформулированные 
данным образом, называются задачами оптимизации. Процесс их ре-
шения называется процессом оптимизации или просто оптимизацией. 
Примерами задач оптимизации являются: повышение производи-
тельности действующих установок, повышение качества продукции, 
снижение затрат на ее получение, выбор оптимального состава мно-
гокомпонентных смесей или сплавов и др. Эксперимент, который 
ставится для решения задач оптимизации, называется экстремальным. 

Рассмотрим пример задачи оптимизации [5]. Пусть, например, у 
химика возникла гипотеза о том, что при взаимодействии двух ве-
ществ должен получаться некоторый интересующий его продукт. 
Чтобы убедиться в правильности своей гипотезы, он начинает прово-
дить эксперимент. Возможно, что ему повезло и он получил требуе-
мый продукт. Однако выход продукта весьма низок, скажем, 2%. Вот 
тут-то и возникает задача выбора оптимальных условий. Требуется 
так подобрать концентрации реагирующих веществ, температуру, 
давление,  время реакции и другие факторы,  чтобы сделать выход 
возможно более близким к 100%. В данном примере находятся усло-
вия проведения процесса, оптимальные в смысле максимизации вы-
хода требуемого продукта. Но это далеко не единственно возможная 
постановка задачи. Найденные условия оказались бы другими, если 
бы ставилась, например, цель минимизации себестоимости продукта 
или минимизации количества вредных примесей. Следует подчерк-
нуть, что всегда необходимо четко формулировать, в каком смысле 
условия должны быть оптимальными. Этим определяется выбор цели 
исследования. Точная формулировка цели в значительной мере опре-
деляет успех исследования. 

Проблема оптимизации и автоматизации технологических про-
цессов требует рассмотрения задач математического описания и ис-
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следования моделей этих процессов. Вопрос об оптимальности экс-
перимента тесно связан с предлагаемой (или предполагаемой) иссле-
дователем математической моделью объекта исследования. 

Процедура построения математической модели во многом зави-
сит от ее целевого назначения, свойств объекта, от количества и каче-
ства имеющейся информации [8]. Наличие достаточной информации 
о механизме процесса позволяет составить детерминированную ма-
тематическую модель. Детерминированную математическую модель 
составляют на основе теоретического анализа физико-химических 
процессов, происходящих в объекте. При выводе уравнений матема-
тических моделей технологических процессов учитывают гидроди-
намические режимы перемещения веществ, скорости химических ре-
акций, диффузии, теплопередачи и т. д., материальный и тепловой 
балансы, фазовые превращения. Все это требует углубленного изуче-
ния объекта моделирования. 

В то же время, современная химическая промышленность вы-
пускает огромное количество наименований продуктов. В лаборато-
риях разрабатываются сотни новых технологических процессов. Ста-
вить задачу изучения механизма протекания всех этих процессов не-
реально, между тем задачу оптимизации и управления этими процес-
сами решать необходимо. Для этих целей успешно применяются экс-
периментально-статистические методы, с помощью которых состав-
ляют математическую модель, при неизвестном механизме проте-
кающих в объекте процессов. Объект рассматривают как некоторую 
систему, имеющую определенные входы и выходы и изучают зави-
симость отклика данной системы на изменения входов [6, 8]. 

Для описания объекта исследования удобно пользоваться пред-
ставлением о кибернетической системе, структура которой представ-
лена на рис. 2.1. Иногда такую кибернетическую систему называют 
«черным ящиком». 
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Рис. 2.1. Структурная схема объекта 

 
На рис. 2.1 введены обозначения: xଵ, … , x୩ – входные измеряе-

мые и регулируемые переменные объекта (факторы); ωଵ, … , ω௟ –  не-
контролируемые, случайным образом изменяющиеся переменные, 
«шум» объекта; yଵ, … , y୫ – выходные переменные (переменные со-
стояния, параметры оптимизации). Факторами являются входные пе-
ременные, которые оказывают существенное влияние на выходные 
переменные. Факторами могут быть расходы потоков, температуры 
подаваемых веществ, давление в аппарате и т.д. В качестве случай-
ных рассматриваются обычно переменные, которые по тем или иным 
причинам невозможно (или очень трудно) учесть, например, падение 
активности катализатора, изменение состояния поверхности тепло-
обменной аппаратуры, колебания наружной температуры воздуха и  
т. п. Комплекс переменных xଵ, … , x୩ называют основным, он опреде-
ляет условия эксперимента. Такое подразделение входных перемен-
ных на основные и случайные условно. Случайным будет любая пе-
ременная, не вошедшая в основной комплекс входных переменных, 
даже если она хорошо изучена. В зависимости от постановки задачи и 
технических возможностей некоторые измеряемые переменные отно-
сят к «шуму» объекта. Однако при этом уменьшается точность мате-
матической модели. В качестве выходных переменных (параметров 
оптимизации) рассматривают любые технологические или экономи-
ческие показатели процесса. Например, в качестве параметров опти-
мизации могут быть выбраны какие-либо показатели качества полу-
чаемого продукта (материала), например, концентрация. 

xଵ
xଶ

x୩ 

ωଵ ωଶ ω௟ 
yଵ
yଶ

y୫

Объект 
(черный ящик)
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Прежде чем приступать к эксперименту, необходимо однознач-
но и непротиворечиво сформулировать его цель и выбрать подходя-
щую количественную характеристику этой цели – параметр оптими-
зации [5]. Во многих задачах проектирования и исследования техно-
логических процессов необходимо найти оптимальное решение, т. е. 
найти наилучшее сочетание факторов (их численных значений), ко-
торые бы давали наиболее высокие обобщенные показатели эффек-
тивности процесса. Обобщенным показателем эффективности может 
быть надежность, точность или процент выхода продукции при хи-
мических реакциях [7]. 

Таким образом, задача оптимизации сводится к тому, чтобы вы-
явить, какие факторы оказывают существенное влияние на параметр 
оптимизации и какова сила этого влияния. Другими словами, необхо-
димо найти зависимость этого параметра оптимизации от всех суще-
ственных факторов (найти модель). Далее исследуется эта модель с 
целью поиска такого сочетания факторов и таких их численных зна-
чений, которые давали бы наибольшее (или наименьшее) значение 
параметра оптимизации (обобщенного показателя эффективности). 
Таким образом, надо планировать и обрабатывать эксперимент не 
только для поиска неизвестной вначале модели, но и для нахождения 
оптимальной схемы технологического процесса [7]. 

Под математической моделью понимают уравнение, связываю-
щее выходную переменную объекта с факторами, которые варьируют 
при проведении опытов. Такое уравнение называется функцией от-
клика [5]. Это уравнение в общем виде можно записать так: 

y = f(xଵ,  xଶ, … ,  x୩), (2.1) 

где y – выходная переменная; xଵ, … , x୩ – входные переменные (фак-
торы); f(∙) – функция отклика. 

Чтобы получить математическую модель, используют фактор-
ный эксперимент, суть которого заключается в варьировании всех 
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факторов объекта исследования по определенному плану. Построение 
планов факторного эксперимента может быть различным [5, 6]. 

Каждый фактор может принимать в опыте одно из нескольких 
значений. Такие значения называют уровнями. Может оказаться, что 
фактор способен принимать бесконечно много значений (непрерыв-
ный ряд). Поэтому на практике считают, что всякий фактор имеет оп-
ределенное число дискретных уровней. Такое допущение существен-
но облегчает построение «черного ящика» и эксперимента. 

Фиксированный набор уровней факторов (т. е. установление ка-
ждого фактора на некоторый уровень) определяет одно из возможных 
состояний «черного ящика» и условия проведения одного из возмож-
ных опытов. Совокупность всех различных возможных состояний 
определяет сложность «черного ящика» и общее число возможных 
опытов. 

Чтобы узнать число различных состояний, достаточно число 
уровней факторов (если оно для всех факторов одинаково) возвести в 
степень числа факторов k: p୩, где p – число уровней. Так, на первый 
взгляд простая система с пятью факторами на пяти уровнях имеет 
3125 состояний. 

В общем случае эксперимент,  в котором реализуются все воз-
можные сочетания уровней факторов, называется полным факторным 
экспериментом (ПФЭ). Если каждый фактор варьируется на двух 
уровнях, то получается ПФЭ типа 2୩. Для двух факторов (k = 2) чис-
ло опытов N = 2ଶ = 4. Можно осуществлять планирование экспери-
мента на трех уровнях (верхний, средний, нижний), тогда ПФЭ будет 
типа 3୩ и для k = 2 общее число опытов будет N = 3ଶ = 9. 

ПФЭ является весьма эффективным для получения математиче-
ской модели исследуемого объекта. Однако увеличение числа факто-
ров приводит к резкому увеличению числа опытов. Так, ПФЭ 2଺ тре-
бует постановки 64 опытов, а 2଻ уже 128. Конечно, точность модели 
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при увеличении числа опытов также возрастает, однако, при этом 
увеличиваются затраты средств и времени. 

Использование для получения модели всех возможных опытов 
приводит к абсурдно большим экспериментам. Практика показывает, 
что для получения достаточно точных оценок коэффициентов регрес-
сии можно сократить число опытов, введя понятие дробного фактор-
ного эксперимента ДФЭ (или дробных реплик), который представля-
ет собой некоторую часть (1/2, 1/4, 1/8 и т. д.) от полного факторного 
эксперимента. Дробные реплики находят широкое применение при 
получении линейных моделей. Целесообразность их применения воз-
растает с ростом количества факторов. 

Таким образом, эксперимент планируется по определенному 
плану – заранее составленному, оптимальному в строгом смысле ал-
горитма изменения факторов, реализация которого позволит осуще-
ствить комплексное влияние на выходные переменные объекта ис-
следования. Планы эксперимента составляются исходя из заданных 
целей исследования, которых может быть множество. Разнообразие 
целей порождает многообразие планов эксперимента. Задача выбора 
необходимых для эксперимента опытов, методов математической об-
работки их результатов и принятия решений – это и есть задача пла-
нирования эксперимента [5, 6]. 

Для получения экспериментальных данных на реальном (дейст-
вующем) объекте применяют методы пассивного или активного экс-
перимента. Пассивный эксперимент основан на регистрации кон-
тролируемых переменных в процессе нормальной работы объекта без 
внесения каких-либо преднамеренных возмущений. Активный экспе-
римент основан на использовании искусственных возмущений, вво-
димых в объект по заранее спланированной программе. Каждый из 
этих способов имеет свои достоинства и недостатки [3]. 
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При активном эксперименте введение искусственных возмуще-
ний позволяет целенаправленно и быстро определять зависимости 
между переменными и области оптимального режима работы. Однако 
введение искусственных возмущений может привести к нарушению 
нормального хода технологического процесса. 

При пассивном эксперименте вмешательства в ход производст-
венного процесса не происходит и экспериментатор просто ожидает 
естественного проявления интересующих его закономерностей, что 
значительно удлиняет время эксперимента. При этом математическое 
описание получается лишь для области, близкой к рабочей точке объ-
екта, которая может значительно отличаться от оптимального режи-
ма. 

 
2.2. Регрессионный анализ 

 
Как было отмечено в предыдущем разделе, для решения задачи 

оптимизации необходимо получить математическую модель процесса 
(модель статики). Для этих целей применяют регрессионный анализ. 
Регрессионный анализ служит для нахождения по результатам экспе-
римента связи выходной переменной процесса с факторами, которые 
влияют на эту переменную [7]. Другими словами, он позволяет полу-
чить математическую модель статики процесса. 

Математическая формулировка задачи регрессионного анализа 
следующая. Необходимо найти зависимость 

y = f(xଵ,  xଶ, … ,  x୩), (2.2) 

где y – выходная переменная, а xଵ , xଶ, … , x୩ – входные переменные 
(факторы), k – количество факторов. Значения y и x измеряют в про-
цессе активного или пассивного эксперимента и при анализе они уже 
известны. Однако вид их функции связи (математическая модель) до 
опыта не известен и должен быть найден по опытным данным. 
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При использовании статистических методов математическая 
модель статики процесса часто представляется в виде полинома (от-
резка ряда Тейлора), в который раскладывается неизвестная функция 
(2.2) [8]: 

y = β଴ + ෍ β୨x୨

୩

୨ୀଵ

+ ෍ β୳୨x୳x୨

୩

୳,୨ୀଵ
୳ஷ୨

+ ෍ β୨୨x୨
ଶ

୩

୨ୀଵ

+ ⋯, (2.3) 

где β଴ = f(0), β୨ = ப୤(଴)
ப୶ౠ

, β୳୨ = பమ୤(଴)
ப୶౫ ப୶ౠ

, β୨୨ = பమ୤(଴)
ଶ ப୶ౠ

మ . 

Результат эксперимента на сложном объекте обычно есть вели-
чина случайная [8]. Неучтенные факторы, «шум» объекта приводят к 
тому, что в результате повторных измерений в большинстве реальных 
экспериментов получаются отличающиеся друг от друга значения 
измеряемых величин. Поэтому при обработке и анализе эксперимен-
тальных данных используют методы математической статистики. 
Так, для полиномиальной модели (2.3) получают так называемые вы-
борочные коэффициенты регрессии a଴, a୨, a୳୨, a୨୨, являющиеся оцен-
ками теоретических коэффициентов β଴, β୨, β୳୨, β୨୨. Уравнение регрес-

сии, полученное на основании экспериментальных данных, запишет-
ся следующим образом: 

y = a଴ + ෍ a୨x୨

୩

୨ୀଵ

+ ෍ a୳୨x୳x୨

୩

୳,୨ୀଵ
୳ஷ୨

+ ෍ a୨୨x୨
ଶ

୩

୨ୀଵ

+ ෍ a୧୳୨x୧x୳x୨

୩

୧,୳,୨ୀଵ
୧ஷ୳ஷ୨

…, (2.4) 

где a଴ – свободный член уравнения регрессии; a୨ – линейные эффек-

ты; a୨୨ – квадратичные эффекты; a୳୨ – эффекты парного взаимодейст-
вия; a୧୳୨ – эффекты тройного взаимодействия. 

С познавательной точки зрения полиномиальная регрессионная 
модель не представляет особого интереса. Зная оценки коэффициен-
тов такой модели, нельзя восстановить исходную функцию, аналити-
ческое выражение которой остается неизвестным исследователю, и, 
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следовательно, невозможно получить информацию о механизме про-
цесса. Полиномиальные модели справедливы только для объекта, на 
котором проводился эксперимент. В практическом отношении поли-
номиальные модели очень полезны и широко используются при ре-
шении задач оптимизации и управления химико-технологическими 
процессами [8]. 

Следует также иметь в виду при применении экспериментально-
статистических методов, что в ряде случаев экспериментатор распо-
лагает определенной априорной информацией о физической сущно-
сти исследуемого процесса, пользуясь которой можно получить пред-
ставление о структуре модели [8]. 

Если в качестве уравнения регрессии используется полином 
первой степени (уравнение прямой линии), то такая регрессионная 
модель называется линейной. В остальных случаях говорят о нели-
нейной регрессии. В качестве уравнения регрессии может быть ис-
пользована не только полиномиальная модель, но и какая-либо дру-
гая функция, например, показательная, степенная, синусоидальная и 
др. 

Таким образом, задачей регрессионного анализа является выбор 
вида функции (модели, уравнения) и оценка неизвестных коэффици-
ентов в этом уравнении – коэффициентов регрессии. Вид функции 
должен быть по возможности прост, но в то же время должен доста-
точно хорошо выражать реальную зависимость. Выбор вида базиру-
ется на физических предпосылках, материалах решения аналогичных 
задач, от предполагаемого характера зависимости и необходимой 
точности ее определения и т. д. Выбранный вид функции в процессе 
регрессионного анализа проверяется по соответствующим критериям 
и при необходимости может быть уточнен [7]. 
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2.3. Метод наименьших квадратов 
 
На практике часто проводятся эксперименты, целью которых 

является определение функциональной зависимости между двумя ве-
личинами x и y [11]. Применительно к теории планирования экспе-
римента, такую зависимость называют математической моделью про-
цесса. 

Пусть в результате некоторого опыта или наблюдения мы полу-
чили ряд значений величины y при различных значениях величины x. 
Результаты могут быть представлены в виде табл. 2.1 или графически 
в виде поля корреляции (рис. 2.2, а). 

Табл. 2.1. Результат эксперимента 
 xଵ xଶ … x୧ … x୬ ܠ
 yଵ yଶ … y୧ … y୬ ܡ

 

 
Рис. 2.2. Графическое представление результата эксперимента 

 
Задача заключается в аналитическом представлении искомой 

функциональной зависимости, т. е. в подборе формулы, описываю-
щей результаты эксперимента. Геометрический смысл задачи заклю-
чается в проведении линии регрессии (плавной кривой) y = f(x), про-
ходящей вблизи опытных точек (xଵ, yଵ),  (xଶ, yଶ),  …,  (x୬, y୬)          
(рис. 2.2, б). 

 Особенность задачи состоит в том, что наличие случайных 
ошибок измерения (или, как говорят, наличие «шума» в эксперимен-

y

x

б)

y

x 

а)

y୬
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y୧ 

x୧xଵ x୬

линия 
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те) делает неразумным подбор такой формулы, которая точно описы-
вала бы все опытные значения. Другими словами, график искомой 
функции не должен проходить через все экспериментальные точки, а 
должен по возможности сглаживать «шум» [11]. Конечно, сглажива-
ние «шума» будет тем более точным и надежным, чем больше коли-
чество произведенных экспериментов, т. е. чем больше мы имеем из-
быточной информации. Например, для проведения прямой y = a଴ +
aଵx вполне достаточно двух точек (xଵ, yଵ)  и (xଶ, yଶ), если эти точки 
известны точно. Но при наличии более или менее значительного 
«шума», как на рис. 2.2, для той же цели может понадобиться не-
сколько десятков точек. 

Эмпирическую формулу обычно выбирают из формул опреде-
ленного типа, например, 

y = a଴ + aଵx,  y = a଴ + aଵeୟమ୶,  y = a଴ + aଵ sin(aଶx + aଷ). 
Другими словами, задача сводится к определению неизвестных пара-
метров в выбранной формуле,  в то время как вид формулы известен 
заранее из каких-либо теоретических соображений или из соображе-
ний простоты аналитического представления эмпирического мате-
риала [11]. 

Обозначим выбранную функциональную зависимость через 
yො = f(x, a଴, aଵ, … , a୫) (2.5) 

с явным указанием всех параметров, подлежащих определению. Эти 
параметры a଴, aଵ, … , a୫ нельзя определить точно по эмпирическим 
значениям yଵ, yଶ, … , y୬, так как последние содержат случайные ошиб-
ки. Речь идет только о получении «достаточно хороших» оценок ис-
комых параметров. 

Для уменьшения влияния случайных ошибок измерения приме-
няется метод наименьших квадратов (МНК), позволяющий опреде-
лять параметры выбранной (или известной) зависимости, при которой 
уклонение от экспериментальных данных является в некотором 
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смысле минимальным [7]. МНК позволяет эффективно использовать 
избыточную информацию, т.е. все экспериментальные точки. 

Математическая формулировка МНК следующая. Если все из-
мерения значений функции yଵ, yଶ, … , y୬ произведены с одинаковой 
точностью, то оценки параметров a଴, aଵ, … , a୫ определяются из усло-
вия, чтобы сумма квадратов отклонений измеренных (эксперимен-
тальных, фактических) значений от расчетных (теоретических) при-
нимала наименьшее значение, т. е. 

S = ෍[y୧ − f(x୧, a଴, aଵ, … , a୫)]ଶ
୬

୧ୀଵ

→ min. (2.6) 

Сформулированное условие сохраняется и для определения оценок 
параметров функций нескольких переменных. 

Разность ε୧ = y୧ − yො୧ между экспериментальным и вычисленным 
по уравнению регрессии значениями y в i-й экспериментальной точке 
называют невязкой [5]. Другими словами, МНК позволяет найти та-
кие коэффициенты регрессии, при которых сумма квадратов невязок 
будет минимальна, т.е. S = ∑ ε୧

ଶ୬
୧ୀଵ → min (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3. Графическая интерпретация метода наименьших квадратов 

 
Известно, что минимум некоторой функции, если он существу-

ет, достигается при одновременном равенстве нулю частных произ-
водных по всем неизвестным параметрам этой функции [5]. Следова-
тельно, отыскание тех значений параметров a଴, aଵ, … , a୫, которые 

ݕ

ݔ

௜ߝ
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доставляют наименьшее значение функции S = S(a଴, aଵ, … , a୫), сво-
дится к решению системы уравнений 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

∂S
∂a଴

= 0,

∂S
∂aଵ

= 0,
⋯

∂S
∂a୫

= 0.

� (2.7) 

МНК обладает тем замечательным свойством, что он делает оп-
ределенной любую произвольную систему уравнений. Он делает чис-
ло уравнений равным числу неизвестных коэффициентов. 

Если в эмпирическую формулу (2.5) параметры входят линейно, 
то система уравнений (2.7) также будет линейной. Так как решение 
линейной системы значительно проще, чем нелинейной, следует по 
возможности преобразовать выбираемую эмпирическую формулу к 
такому виду, чтобы определяемые параметры входили в нее линейно. 

Для отыскания неизвестных коэффициентов регрессии могут 
применяться и другие методы, например, метод наименьших кубов, 
метод, в котором минимизируется сумма модулей (абсолютных вели-
чин) невязок или минимизируется модуль максимальной невязки [5]. 
Однако наиболее широкое практическое применение получил именно 
МНК. 

Рассмотрим применение МНК для нахождения коэффициентов 
линейного уравнения регрессии 

yො = a଴ + aଵx. (2.8) 
Выражение (2.6) с учетом (2.8) примет вид: 

S = ෍(y − a଴ − aଵx)ଶ → min. 

В данном выражении (и далее в этом примере) индексы переменных 
опущены. 
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Находим частные производные функции S по a଴ и aଵ и прирав-
ниваем их к нулю: 

⎩
⎨

⎧
∂S

∂a଴
= −2 ෍(y − a଴ − aଵx) = 0,

∂S
∂aଵ

= −2 ෍(y − a଴ − aଵx) x = 0.
� 

Сокращая оба уравнения на «-2» и производя почленное сумми-
рование, получим: 

൞
෍ y − ෍ a଴ − ෍ aଵx = 0,

෍ yx − ෍ a଴x − ෍ aଵxଶ = 0.
� 

Величины a଴ и aଵ являются постоянными, поэтому их можно 
вынести за знак суммы. Слагаемое ∑ a଴ есть не что иное,  как na଴. В 
результате имеем: 

൞
na଴ + aଵ ෍ x = ෍ y ,

a଴ ෍ x + aଵ ෍ xଶ = ෍ yx .
� (2.9) 

Система (2.9) называется системой нормальных уравнений. Ре-
шая ее, получим значения коэффициентов регрессии: 

a଴ =
∑ y ∑ xଶ − ∑ x ∑ yx

n ∑ xଶ − (∑ x)ଶ ,  aଵ =
n ∑ yx − ∑ x ∑ y
n ∑ xଶ − (∑ x)ଶ . (2.10) 

Таким образом, МНК позволяет определить коэффициенты 
функциональной зависимости, если ее вид заранее задан. Примени-
тельно к теории планирования эксперимента, МНК позволяет полу-
чить математическую модель процесса. 

Важным вопросом, который решается после вычисления коэф-
фициентов модели, является проверка ее пригодности. Главное тре-
бование к модели – это ее способность предсказывать результаты 
эксперимента в некоторой области с требуемой точностью [5]. Это 
значит, что в некоторой подобласти, в которую входят и координаты 
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выполненных опытов, предсказанное с помощью модели значение 
отклика не должно отличаться от фактического (измеренного) больше 
чем на некоторую заранее заданную величину. Модель, которая 
удовлетворяет такому или какому-либо аналогичному требованию, 
называется адекватной. Проверка выполнимости этого требования 
называется проверкой адекватности модели. Если несколько различ-
ных моделей отвечают нужным требованиям, то следует предпочесть 
ту из них, которая является самой простой. 

 Разработаны специальные статистические методы, с помощью 
которых проверяется адекватность математической модели [5]. Один 
из таких методов основан на оценке адекватности по средним значе-
ниям откликов модели и реального объекта (процесса). Проверка аде-
кватности уравнения регрессии (модели) осуществляется с помощью 
средней ошибки аппроксимации, величина которой не должна пре-
вышать 12-15% (максимально допустимое значение): 

∆аппр=
1
n

⋅ ෍ ฬ
y୧ − yො୧

y୧
ฬ

୬

୧ୀଵ

⋅ 100%, (2.11) 

где n –  количество точек (выборка);  y୧ – экспериментальные (изме-
ренные) значения выходной переменной; yො୧ – значения выхода по мо-
дели (уравнению регрессии). 

Для характеристики качества уравнения регрессии (значимости 
коэффициентов) обычно используют коэффициент (индекс) детерми-
нации Rଶ: 

Rଶ = 1 −
∑ (y୧ − yො୧)ଶ୬

୧ୀଵ

∑ ൫y୧ − yср൯
ଶ୬

୧ୀଵ

, (2.12) 

где yср – среднее значение по измеренным данным. 
Коэффициент детерминации показывает, какая часть дисперсии 

результативного признака y объяснена уравнением регрессии. Коэф-
фициент детерминации принимает значения от нуля до единицы: 
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0 ≤ Rଶ ≤ 1. Чем больше Rଶ (ближе к 1), тем лучше уравнение регрес-
сии описывает исходные данные и, соответственно, тем выше качест-
во модели. Значение Rଶ является индикатором степени приближения 
(соответствия) модели к экспериментальным данным. Коэффициент 
детерминации, близкий к единице, показывает, что модель объясняет 
почти всю изменчивость соответствующей выходной переменной. 
Если этот коэффициент окажется больше 0,95, то линейная регресси-
онная модель считается адекватной экспериментальным данным, 
иначе – неадекватной (ложной). 

Более надежными методами проверки адекватности математиче-
ской модели являются методы, основанные на сравнении погрешно-
сти регрессионной модели с погрешностью самих измерений с ис-
пользованием статистических критериев (например, F-критерий Фи-
шера) [5–8]. 

 
2.4. Применение пакета Mathcad для обработки 

экспериментальных данных 
 

Записываем исходные данные (экспериментальные точки): 

 

 

Построим зависимость Y от X  

X 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8( )T:=

Y 3.5 4.4 5.6 7.1 8.9 11.1 13.8 17.1 21 25.9 31.9 39.2 48.1( )T:=

0 2 4 6 8 10

20

40

60

Y

X
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Определим количество экспериментальных точек (n), индекс по-
следнего элемента в исходных массивах и переменную-счетчик (i) с 
помощью команд «length» и «last» пакета Mathcad: 

         

Определим среднее значение по входу (X) и выходу (Y) исполь-
зуя команду «mean»: 

        

Определим значение медианы для X и Y используя команду 
«median»: 

      
Определим значение среднего квадратичного отклонения (СКО) 

с помощью команды «Stdev»: 
     

Определим значение дисперсии по входу (X) и выходу (Y). Для 
этого необходимо возвести в квадрат величины соответствующих 
СКО: 

        

Определим значение коэффициента линейной корреляции меж-
ду величинами X и Y помощью команды «corr»: 

 

Положительное значение коэффициента линейной корреляции свиде-
тельствует о прямой связи. Величина коэффициента указывает, что 
связь между X и Y достаточно сильная. 

Определим значение коэффициента детерминации. Он опреде-
ляется как квадрат коэффициента линейной корреляции: 

 
Отсюда следует, что вариация (изменение) результата на 90.5% объ-
ясняется вариацией фактора X. 

n length X( ) 13=:= last X( ) 12= i 0 last X( )..:=

xcp mean X( ) 5=:= ycp mean Y( ) 18.277=:=

median X( ) 5= median Y( ) 13.8=

Sx Stdev X( ) 1.947=:= Sy Stdev Y( ) 14.247=:=

Sx
2 3.792= Sy

2 202.977=

corr X Y, ( ) 0.951=

corr X Y, ( )2 0.905=
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Определим оценки коэффициентов в уравнении линейной рег-
рессии и запишем полученное уравнение. Для этого воспользуемся 
командой «line», определяющей оценки коэффициентов по методу 
наименьших квадратов: 

      

                 

Оценки коэффициентов a и b в уравнении линейной регрессии 
также можно было найти по формулам (2.10): 

      

 

Как видно, получили оценки коэффициентов, аналогичные получен-
ным с использованием функции «line». 

Покажем на одном графике исходные данные (зависимость Y(X) 
в виде точек), линию регрессии по полученной выше зависимости, а 
также средние значения по входу (X) и выходу (Y) в виде меток:  

Построим график остатков. Для этого определим выход (YМНК) 
по полученному уравнению регрессии (для каждой точки X୧) и рас-
считаем ошибку: 

         

fit line X Y, ( ):= fit
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Проверка адекватности уравнения регрессии (модели) осущест-

вляется с помощью средней ошибки аппроксимации. Средняя ошибка 
аппроксимации – это среднее отклонение расчетных значений от фак-
тических, выраженное в процентах. Средняя ошибка аппроксимации 
определяется по формуле (2.11). Рассчитаем эту ошибку: 

 

В среднем расчетные значения отклоняются от фактических на 36%. 
Определим значение индекса детерминации по формуле (2.12): 

 

На основании полученных результатов (средней ошибки ап-
проксимации и индекса детерминации) можно сделать вывод, что це-
лесообразно исследовать регрессионные модели другого вида, на-
пример, экспоненциальную или полиноминальную модель второго 
порядка. Наилучшее (наиболее адекватное) уравнение регрессии бу-
дет в том случае, когда средняя ошибка аппроксимации будет мини-
мальной, а значение индекса детерминации – максимальным. 

Ниже приведены фрагменты Mathcad-программ для получения 
регрессионных моделей других типов. 

Экспоненциальная регрессия 
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Синусоидальная регрессия 
Вектор начальных приближений 

  

 

 

           
  

 

Полиномиальная регрессия второго порядка 

 
 

 

          
 

 
 

Полиномиальная регрессия третьего порядка 
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Регрессия по произвольной функции 

Функция:  ݂(ݔ) = ܽ ⋅ ݁௫ି௕ + ܿ ⋅  ݔ

Вектор начальных приближений: 

 

Определяем частные производные: 
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2.5. Лабораторная работа №4 
 

Тема: «Обработка результатов эксперимента (регрессионный 
анализ)». 

Цель работы: изучение методики анализа экспериментальных 
данных, определение коэффициентов уравнения регрессии (метод 
наименьших квадратов), проверка адекватности уравнения регрессии. 

Исходные данные: экспериментальные значения входного (X) и 
выходного (Y) параметров (2 выборки). 

Структура лабораторной работы (примерный объем): 
- Титульный лист (1 стр.). 
- Содержание. 
- Введение (теоретическое введение, цель работы, задание, ис-

ходные данные согласно указанным вариантам) (3-6 стр.). 
- Основная часть (20-40 стр.). 
- Заключение (выводы по работе) (1-2 стр.). 
- Список литературы (1 стр.). 
Во введении необходимо отразить суть планирования экспери-

мента и регрессионного анализа, цель и задачи лабораторной работы, 
привести исходные данные (согласно заданному варианту). 

В основной части необходимо привести листинги соответст-
вующих Mathcad-программ с подробными комментариями. Расписать 
последовательность действий. 

Варианты заданий на лабораторную работу №4  приведены в 
приложении 4. 

Содержание основной части: 

1. Анализ экспериментальных данных 

1.1. Экспериментальная выборка №1 
- построить зависимость Y от X; 
- определить количество экспериментальных точек; 
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- определить среднее значение по входу и выходу (по X и Y); 
- определить медиану X и Y; 
- определить СКО (стандартное отклонение) X и Y; 
- определить дисперсию X и Y; 
- определить коэффициент линейной корреляции между X и Y; 
- определить коэффициент детерминации; 
- выводы (сделать вывод о типе связи (прямая или обратная связь) и силе (тес-
ноте) связи в зависимости от коэффициента корреляции). 
1.2. Экспериментальная выборка №2 
- повторить расчеты для экспериментальной выборки №2. 

2. Определение коэффициентов уравнения регрессии (выборка №1) 

2.1. Линейная регрессия 
- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ݔܽ + ܾ; 
- использовать функции Mathcad: line, intercept, slope, regress (1 порядка); 
- определить коэффициенты уравнения линейной регрессии и записать полу-
ченное уравнение регрессии; 
- показать на одном графике исходные данные (зависимость Y от X в виде то-
чек), линию регрессии (по полученной зависимости) и средние значения X и Y 
(в среде Mathcad показать в виде меток); 
- построить график остатков; 
- определить среднюю ошибку аппроксимации; 
- определить индекс детерминации; 
- выводы. 
2.2. Экспоненциальная регрессия 
- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ܽ ⋅ exp (ܾݔ) + ܿ; 
- функции Mathcad: expfit; 
- повторить все действия п. 2.1. 
2.3. Логарифмическая регрессия 
- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ܽ ⋅ ݔ) ݈݊ + ܾ) + (ݔ)݂  ,ܿ = ܽ ⋅ (ݔ) ݈݊ + ܾ; 
- функции Mathcad: logfit,  lnfit; 
- повторить все действия п. 2.1. 
2.4. Степенная регрессия 

- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ܽ ⋅ ௕ݔ + ܿ; 
- функции Mathcad: pwrfit; 
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- повторить все действия п. 2.1. 
2.5. Синусоидальная регрессия 
- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ܽ ⋅ sin (ݔ + ܾ) + ܿ; 
- функции Mathcad: sinfit; 
- повторить все действия п. 2.1. 
2.6. Полиномиальная регрессия 
- уравнение регрессии ݂(ݔ) = ܽ + ݔܾ + (ݔ)݂  ,ଶݔܿ = ܽ + ݔܾ + ଶݔܿ +  ;ଷݔ݀
- функции Mathcad: regress (второго и третьего порядка); 
- повторить все действия п. 2.1. 
2.7. Выводы 
- выбрать наиболее адекватное уравнение регрессии, обосновать выбор уравне-
ния регрессии. 

3. Определение коэффициентов уравнения регрессии (выборка №2) 

3.1. Линейная регрессия (аналогично п. 2.1) 

3.2. Экспоненциальная регрессия (аналогично п. 2.2) 

3.3. Логарифмическая регрессия (аналогично п. 2.3) 

3.4. Степенная регрессия (аналогично п. 2.4) 

3.5. Синусоидальная регрессия (аналогично п. 2.5) 

3.6. Полиномиальная регрессия (аналогично п. 2.6) 

3.7. Регрессия по произвольной функции 
- уравнение регрессии опытным путем подобрать самостоятельно, например: 
f(x) = a ⋅ exp  (x − b) + c ⋅ x, 
f(x) = axଷ + bxଶ + c ⋅ exp(x + d) + e ⋅ sin  (x + f) + g, где a, b, c, d, e, f, g – неиз-
вестные параметры, подлежащие определению; 
- функции Mathcad: genfit; 
- повторить все действия п. 2.1. 

3.8. Выводы 
- выбрать наиболее адекватное уравнение регрессии, обосновать выбор уравне-
ния регрессии. 
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3. Математическое программирование 
3.1. Теоретические основы 

Многие задачи управления химико-технологическими процес-
сами можно представить как задачи нахождения экстремумов функ-
ции n переменных при различного рода ограничениях, т. е. как задачи 
оптимизации. Теория и методы решения таких задач составляют дис-
циплину, называемую математическим программированием. 

К задачам оптимизации, решаемых методами математического 
программирования, относятся: выбор наилучшей программы выпуска 
различных видов продукции, распределение нагрузок между парал-
лельно работающими агрегатами, определение наилучшего плана пе-
ревозок, выбор оптимального варианта технологии и т. д. [12-15]. Пе-
речисленные выше задачи являются многовариантными. Среди мно-
жества возможных вариантов в условиях рыночных отношений при-
ходится отыскивать наилучшие в некотором смысле при ограничени-
ях, налагаемых на природные, экономические и технологические 
возможности. 

В качестве простейшего примера, иллюстрирующего класс за-
дач, решаемых методами математического программирования, можно 
рассмотреть задачу оптимизации производства синтетического кау-
чука [10]. Прохождение химической реакции в этом технологическом 
процессе зависит от скорости подачи основного сырья, его состава, от 
подачи дополнительных ингредиентов, а также от температуры про-
цесса и скорости перемешивания. Эффективность процесса определя-
ется степенью конверсии, т. е. процентом молекул мономеров, обра-
зовавших молекулы полимера. Предположим, что частью перечис-
ленных факторов, например температурой и скоростью перемешива-
ния, мы можем распоряжаться. Численные значения этих факторов, 
которые могут быть установлены в заданных пределах, определяют 
режим технологического процесса. Тогда задача оптимизации сво-
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дится к поиску такого режима среди множества возможных, который 
обеспечит максимальную степень конверсии. 

Математическое программирование – область математики, 
разрабатывающая теорию и численные методы решения многомер-
ных экстремальных задач с ограничениями, т. е. задач на экстремум 
функции многих переменных с ограничениями на область изменения 
этих переменных [13]. 

Функцию, экстремальное значение которой нужно найти в усло-
виях экономических возможностей, называют целевой, показателем 
эффективности или критерием оптимальности. Экономические 
возможности формализуются в виде системы ограничений. Все это 
составляет математическую модель. 

Математическая модель задачи – это отражение оригинала в 
виде функций, уравнений, неравенств, цифр и т. д. Модель задачи ма-
тематического программирования включает: 

1. Совокупность неизвестных величин x = (xଵ , xଶ, … , x୨, … , x୬), 
действуя на которые систему можно совершенствовать. Их называют 
планом задачи (вектором управления, решением, управлением, стра-
тегией, поведением и др.). 
• 2. Целевую функцию (функцию цели, показатель эф-
фективности, критерий оптимальности, функционал задачи и др.). 
Целевая функция позволяет выбрать наилучший вариант из множест-
ва возможных. Наилучший вариант доставляет целевой функции экс-
тремальное значение. Целевую функцию обозначим буквой Z 
(Z = z(x)). Это может быть прибыль, объем выпуска или реализации, 
затраты производства, издержки обращения, уровень обслуживания 
или дефицитности, число комплектов, отходы и т. д. 
• 3. Условия (или систему ограничений), налагаемые на неизвест-
ные величины. Эти условия следуют из ограниченности ресурсов, ко-
торыми располагает общество в любой момент времени, из необхо-
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димости удовлетворения насущных потребностей, из условий произ-
водственных и технологических процессов. Ограниченными являют-
ся не только материальные, финансовые и трудовые ресурсы. Тако-
выми могут быть возможности технического, технологического и во-
обще научного потенциала. Нередко потребности превышают воз-
можности их удовлетворения. Математически ограничения выража-
ются в виде уравнений и неравенств. Их совокупность образует об-
ласть допустимых решений (область экономических возможностей). 
Объединение всех условий (ограничений), налагаемых на неизвест-
ные (искомые) величины x୨ задачи, обозначим буквой Ω (xϵΩ). При 
таких обозначениях модель задачи математического программиро-
вания примет вид: 

max  (min ) Z = z(xଵ , xଶ, … , x୨, … , x୬), xϵΩ, 
или: найти extr Z = z(x), xϵΩ. 

В развернутом виде: найти план x = (xଵ, xଶ, … , x୨, … , x୬), достав-
ляющий экстремальное значение целевой функции Z, т. е. 

max  (min ) Z = z(xଵ , xଶ, … , x୨, … , x୬) при ограничениях 

φ୧൫xଵ, xଶ, … , x୨, … , x୬൯  {≤, =, ≥} b୧  (i = 1, mതതതതത, j = 1, nതതതതത). 

Из экономических или физических соображений на план задачи 
или некоторые его компоненты (координаты), как правило, налагают-
ся условия неотрицательности (x୨ ≥ 0), иногда – целочисленности. 

План x, удовлетворяющий системе ограничений задачи, называ-
ется допустимым (xϵΩ). Допустимый план, доставляющий функции 
цели экстремальное значение, называется оптимальным. Оптималь-
ный план обозначают x∗, экстремальное значение функции цели – 
z(x∗) = Z∗. Оптимальное решение, вообще говоря, не обязательно 
единственно, возможны случаи, когда оно не существует, имеется 
конечное или бесчисленное множество оптимальных решений. 
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3.2. Классификация методов  
математического программирования 

В зависимости от особенностей целевой функции z(x) и функ-
ций, задающих ограничения φ୧(x), задачи математического програм-
мирования делятся на ряд типов [13]. 

Если целевая функция Z = z(x) и функции φ୧(x), i = 1, mതതതതത, вхо-
дящие в систему ограничений, линейны (первой степени) относи-
тельно входящих в задачу неизвестных x୨, то такой раздел математи-
ческого программирования называется линейным программировани-
ем (ЛП). Методы и модели линейного программирования широко 
применяются при оптимизации процессов во всех отраслях народного 
хозяйства: при разработке производственной программы предпри-
ятия, распределении ее по исполнителям, при размещении заказов 
между исполнителями и по временным интервалам, при определении 
наилучшего ассортимента выпускаемой продукции, в задачах пер-
спективного, текущего и оперативного планирования и управления; 
при планировании грузопотоков, определении плана товарооборота и 
его распределении; в задачах развития и размещения производитель-
ных сил, баз и складов систем обращения материальных ресурсов и  
т. д. Особенно широкое применение методы и модели линейного про-
граммирования получили при решении задач экономии ресурсов (вы-
бор ресурсосберегающих технологий, составление смесей, раскрой 
материалов), производственно-транспортных и других задач. 

Однако при более глубоком исследовании в ряде задач появля-
ются и связи нелинейного характера, когда с изменением одного эле-
мента другие изменяются непропорционально первому. Поэтому 
вслед за разработкой моделей линейного программирования начались 
интенсивные исследования нелинейных моделей. 

Если в задаче математического программирования целевая 
функция z(x) и (или) хотя бы одна из функций системы ограничений 
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φ୧(x) нелинейна, то такой раздел называется нелинейным програм-
мированием (НЛП). Методы и модели нелинейного программирова-
ния могут применяться при решении перечисленных выше задач, ко-
гда хотя бы одна из функций z(x), φ୧(x) нелинейна. Кроме того, ме-
тоды НЛП получили широкое применение при расчете экономически 
выгодных партий запуска деталей в производство, при определении 
экономически выгодной партии поставки, поставочного комплекта, 
размеров запасов, распределении ограниченных ресурсов, размеще-
нии производительных сил, в тарном хозяйстве, при решении многих 
производственно-экономических задач и т. д. 

Если на все или некоторые переменные x୨ наложено условие 
дискретности, например целочисленности (x୨ = 0, 1, 2, …), то такие 
задачи рассматриваются в разделе математического программирова-
ния, называемом дискретным, в частности целочисленным (ЦП), 
программированием. Методами ЦП решается широкий круг задач оп-
тимизации с неделимостями, комбинаторного типа, с логическими 
условиями, с разрывной целевой функцией и т. д. В частности, задачи 
выбора (о назначениях), о контейнерных перевозках (о рюкзаке), о 
маршрутизации (коммивояжера), теории расписаний, комплектных 
поставок и комплектования, размещения производственно-складской 
структуры и т. п. 

Если параметры целевой функции и (или) системы ограничений 
изменяются во времени или целевая функция имеет аддитивный либо 
мультипликативный вид или сам процесс выработки решения имеет 
многошаговый характер, то такие задачи решаются методами дина-
мического программирования (ДП). Методами ДП могут решаться 
задачи перспективного и текущего планирования, управления произ-
водством, поставками и запасами в условиях изменяющегося спроса, 
распределения ограниченных ресурсов, в частности размещения ка-
питальных вложений, замены оборудования, обновления и восста-



 74

новления элементов сложных человеко-машинных организационных 
систем и т. д. 

В перечисленных выше разделах математического про-
граммирования предполагается, что вся информация о протекании 
процессов заранее известна и достоверна. Такие методы оптимизации 
называются детерминированными или методами обоснования ре-
шений в условиях определенности. 

Если параметры, входящие в функцию цели, или ограничения 
задачи являются случайными, недостоверными величинами или если 
приходится принимать решения в условиях риска, неполной или не-
достоверной информации, то говорят о проблеме стохастической оп-
тимизации, а соответствующий раздел называется стохастическим 
программированием (СП). К нему в первую очередь следует отнести 
методы и модели выработки решений в условиях конфликтных си-
туаций (математическая теория игр), в условиях неполной информа-
ции (экспертные оценки), в условиях риска (статистические решения) 
и др. Позднее появились другие типы задач, учитывающих специфи-
ку целевой функции и системы ограничений, в связи с чем возникли 
параметрическое, дробно-линейное, блочное, сетевое (потоковое), 
многоиндексное, булевское, комбинаторное и другие типы програм-
мирования. В случае нелинейностей специфика задач породила квад-
ратичное, биквадратичное, сепарабельное, выпуклое и другие типы 
программирования. Появились численные методы отыскания опти-
мальных решений: градиентные, штрафных и барьерных функций, 
возможных направлений, линейной аппроксимации, случайного по-
иска и др. 

К математическому программированию относятся также методы 
решения экстремальных задач с бесконечным числом переменных – 
бесконечномерное программирование. 
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И, наконец, отметим, что задачи математического программиро-
вания с одной целевой функцией решаются методами скалярной оп-
тимизации. Однако реальные ситуации настолько сложны, что неред-
ко приходится одновременно учитывать несколько целевых функций, 
которые должны принимать экстремальные значения. Например, дать 
продукции больше, высокого качества и с минимальными затратами. 
Задачи, где находят решение по нескольким целевым функциям, от-
носятся к векторной оптимизации – это так называемые задачи мно-
гокритериального подхода. 

 
3.3. Примеры задач математического программирования 

Рассмотрим примеры составления математических моделей не-
которых типовых задач математического программирования [14, 15]. 

Задача 1. Выбор наилучшей программы выпуска продукции. 
Для изготовления трех видов изделий A, B и C используется токар-
ное, фрезерное, сварочное и шлифовальное оборудование. Затраты 
времени на обработку одного изделия для каждого из типов оборудо-
вания указаны в табл. 3.1. В ней же указан общий фонд рабочего вре-
мени каждого из типов используемого оборудования, а также при-
быль от реализации одного изделия каждого вида. 

 
Табл. 3.1. Исходные данные 

Тип оборудования 
Затраты времени, станко-ч, на 

обработку одного изделия вида 
Общий фонд ра-
бочего времени 
оборудования, ч A B C 

Фрезерное 
Токарное 
Сварочное 
Шлифовальное 

2 
1 
7 
4 

4 
8 
4 
6 

5 
6 
5 
7 

120 
280 
240 
360 

Прибыль, ден. ед. 10 14 12  
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Требуется определить, сколько изделий и какого вида следует 
изготовить предприятию, чтобы прибыль от их реализации была мак-
симальной. Составить математическую модель задачи. 

Решение. Предположим, что будет изготовлено xଵ единиц изде-
лий вида A, xଶ единиц – вида B и xଷ единиц – вида C. Тогда для про-
изводства такого количества изделий потребуется затратить 2xଵ +
4xଶ + 5xଷ станко-часов фрезерного оборудования. 

Так как общий фонд рабочего времени станков данного типа не 
может превышать 120, то должно выполняться неравенство 

2xଵ + 4xଶ + 5xଷ ≤ 120. 
Аналогичные рассуждения относительно возможного исполь-

зования токарного, сварочного и шлифовального оборудования при-
ведут к следующим неравенствам: 

xଵ + 8xଶ + 6xଷ ≤ 280, 
7xଵ + 4xଶ + 5xଷ ≤ 240, 
4xଵ + 6xଶ + 7xଷ ≤ 360. 

При этом, так как количество изготовляемых изделий не может быть 
отрицательным, то 

xଵ ≥ 0, xଶ ≥ 0, xଷ ≥ 0.                                        (3.1) 
Далее, если будет изготовлено xଵ единиц изделий вида A, xଶ 

единиц изделий вида B и xଷ единиц изделий вида C, то прибыль от их 
реализации составит 10xଵ + 14xଶ + 12xଷ. 

Таким образом, приходим к следующей математической задаче: 
дана система 

൞

2xଵ + 4xଶ + 5xଷ ≤ 120,
xଵ + 8xଶ + 6xଷ ≤ 280,

7xଵ + 4xଶ + 5xଷ ≤ 240,
4xଵ + 6xଶ + 7xଷ ≤ 360

�                                     (3.2) 

четырех линейных неравенств с тремя неизвестными x୨, j = 1, 3 и ли-
нейная функция относительно этих же переменных 
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F = 10xଵ + 14xଶ + 12xଷ.                                   (3.3) 
Требуется среди всех неотрицательных решений системы неравенств 
(3.2) найти такое, при котором функция (3.3) принимает мак-
симальное значение. 

Линейная функция (3.3), максимум которой требуется опре-
делить, вместе с системой неравенств (3.2) и условием неотрицатель-
ности переменных (3.1) образуют математическую модель исходной 
задачи. 

Так как функция (3.3) линейная, а система (3.2) содержит только 
линейные неравенства, то задача (3.1) – (3.3) является задачей линей-
ного программирования. 

В разделе 3.4  рассмотрен пример решения данной задачи в 
Mathcad. 

Задача 2. Выбор наилучшей программы выпуска продукции. 
Продукцией городского молочного завода являются молоко, кефир и 
сметана, расфасованные в бутылки. На производство 1 т молока, ке-
фира и сметаны требуется соответственно 1010, 1010 и 9450 кг моло-
ка. При этом затраты рабочего времени при разливе 1 т молока и ке-
фира составляют 0,18 и 0,19 машино-ч. На расфасовке 1 т сметаны 
заняты специальные автоматы в течение 3,25 ч. Всего для производ-
ства цельномолочной продукции завод может использовать 136000 кг 
молока. Основное оборудование может быть занято в течение 21,4 
машино-ч, а автоматы по расфасовке сметаны – в течение 16,25 ч. 
Прибыль от реализации 1 т молока, кефира и сметаны соответственно 
равна 30, 22 и 136 ден. ед. Завод должен ежедневно производить не 
менее 100 т молока, расфасованного в бутылки. На производство дру-
гой продукции не имеется никаких ограничений. 

Требуется определить, какую продукцию и в каком количестве 
следует ежедневно изготовлять заводу, чтобы прибыль от ее реализа-
ции была максимальной. Составить математическую модель задачи. 
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Решение. Предположим, что молочный завод будет ежедневно 
производить ݔଵ тонн молока, ݔଶ тонн кефира и ݔଷ тонн сметаны. То-
гда ему для изготовления этой продукции необходимо 1010xଵ +
1010xଶ + 9450xଷ тонн молока. 

Так как завод может использовать ежедневно не более 136000 кг 
молока, то должно выполняться неравенство 

1010xଵ + 1010xଶ + 9450xଷ ≤ 136000. 
Аналогичные рассуждения, проведенные относительно воз-

можного использования линий разлива цельномолочной продукции и 
автоматов по расфасовке сметаны, позволяют записать следующие 
неравенства: 

0,18xଵ + 0,19xଶ ≤ 21,4, 
3,25xଷ ≤ 16,25. 

Так как ежедневно должно вырабатываться не менее 100  т мо-
лока, то xଵ ≥ 100. Далее, по своему экономическому смыслу пере-
менные xଶ и xଷ могут принимать только лишь неотрицательные зна-
чения: xଶ ≥ 0, xଷ ≥ 0. Общая прибыль от реализации xଵ тонн молока, 
xଶ тонн кефира и xଷ тонн сметаны равна 30xଵ + 22xଶ + 136xଷ ден. ед. 
Таким образом, приходим к следующей математической задаче: дана 
система 

൞

1010xଵ + 1010xଶ + 9450xଷ ≤ 136000,
0,18xଵ + 0,19xଶ ≤ 21,4,

3,25xଷ ≤ 16,25,
xଵ ≥ 100

�                    (3.4) 

четырех линейных неравенств с тремя неизвестными xଵ, xଶ, xଷ и ли-
нейная функция относительно этих же переменных 

F = 30xଵ + 22xଶ + 136xଷ.                                 (3.5) 
Требуется среди всех неотрицательных решений системы неравенств 
(3.4) найти такое, при котором функция (3.5) принимает мак-
симальное значение. Так как система (3.4) представляет собой со-
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вокупность линейных неравенств и функция (3.5) линейная, то ис-
ходная задача является задачей линейного программирования. 

Задача 3. Транспортная задача (определение наилучшего пла-
на перевозок). В трех пунктах отправления сосредоточен однородный 
груз в количествах, соответственно равных 420, 380 и 400 т. Этот груз 
необходимо перевезти в три пункта назначения в количествах, соот-
ветственно равных 260, 520 и 420 т. Стоимости перевозок 1 т груза из 
каждого пункта отправления в каждый пункт назначения являются 
известными величинами и задаются матрицей 

C = ൭
2 4 3
7 5 8
6 9 7

൱. 

Найти план перевозок, обеспечивающий вывоз имеющегося в 
пунктах отправления и завоз необходимого в пункты назначения гру-
за при минимальной общей стоимости перевозок. 

Решение. Обозначим через x୧୨ количество тонн груза, перевози-
мого из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения. Тогда усло-
вия доставки и вывоза необходимого и имеющегося груза обеспечи-
ваются за счет выполнения следующих ограничений: 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

xଵଵ + xଶଵ + xଷଵ = 260,
xଵଶ + xଶଶ + xଷଶ = 520,
xଵଷ + xଶଷ + xଷଷ = 420,

ограничения на потребности        

xଵଵ + xଵଶ + xଵଷ ≤ 420,
xଶଵ + xଶଶ + xଶଷ ≤ 380,
xଷଵ + xଷଶ + xଷଷ ≤ 400,

ограничения на запасы                    

xଵଵ > 0,  xଶଵ > 0,  xଷଵ > 0,
xଵଶ > 0,   xଶଶ > 0,   xଷଶ > 0,
xଵଷ > 0,   xଶଷ > 0,   xଷଷ > 0.

условия неотрицательности
переменных                                  

� (3.6) 
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При данном плане перевозок X = (x୧୨), i = 1,3തതതത, j = 1,3തതതത общая 
стоимость перевозок составит 
F = 2xଵଵ + 4xଵଶ + 3xଵଷ + 7xଶଵ + 5xଶଶ + 8xଶଷ + 6xଷଵ + 9xଷଶ + 7xଷଷ. (3.7) 

Таким образом, математическая постановка данной транспорт-
ной задачи состоит в нахождении такого решения системы (3.6), при 
котором целевая функция (3.7) принимает минимальное значение. 

В разделе 3.4  рассмотрен пример решения данной задачи в 
Mathcad. 

Задача 4. Выбор оптимального варианта технологии (выбор 
интенсивностей использования различных технологических спо-
собов производства). Имеются три технологических процесса (I, II и 
III), связанных с производством некоторого продукта и потреблением 
при этом четырех видов сырья (таблица 3.2). 

 
Таблица 3.2. Исходные данные 

Продукты 
Сырье 

Цена 
(c୧) 

1 2 3 4 
Расход сырья (a୧୩) 

I 
II 
III 

5 
4 
6 

8 
3 
7 

3 
9 
4 

6 
5 
2 

10 
15 
8 

Ресурсы (b୩) 50 50 20 60  
 
Пусть c୧ означает цену продукта, полученного в результате при-

менения i-го процесса с единичной интенсивностью, b୩ – ресурсы k-
го вида сырья и a୧୩ – расход k-го вида сырья при i-м процессе с еди-
ничной интенсивностью. 

Требуется определить интенсивности использования каждого 
процесса из условия обеспечения максимума стоимости товарной 
продукции. 

Решение. Обозначим через x୧ интенсивность использования i-го 
технологического процесса. Учитывая ограничения по ресурсам (сы-
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рью), переменные x୧ должны удовлетворять следующим ограничени-
ям: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

5xଵ + 4xଶ + 6xଷ ≤ 50,
8xଵ + 3xଶ + 7xଷ ≤ 50,
3xଵ + 9xଶ + 4xଷ ≤ 20,
6xଵ + 5xଶ + 2xଷ < 60.

ограничения на ресурсы            

xଵ > 0,   xଶ > 0,   xଷ > 0.
условия неотрицательности
переменных                                  

� (3.8) 

Общая стоимость товарной продукции составит 
F = 10xଵ + 15xଶ + 8xଷ. (3.9) 

Таким образом, для решения данной задачи необходимо макси-
мизировать функцию (3.9) при условиях (3.8). 

В разделе 3.4  рассмотрен пример решения данной задачи в 
Mathcad. 

 

3.4. Применение пакета Mathcad для решения задач 
математического программирования 

Средства пакета Mathcad позволяют решать оптимизационные 
задачи, в частности определять экстремум функции одной и многих 
переменных при наличии ограничений на область изменения этих пе-
ременных. Для решения данных задач в Mathcad имеются функции 
«Maximize» («Minimize») для определения максимума (минимума) 
целевой функции. 

Рассмотрим примеры решения некоторых задач математическо-
го программирования с применением Mathcad. 

Пример 1. Определение точек максимума и минимума функ-
ции. Дана функция f(x) = −0,5x଻ + 0,2xସ + 4xଷ + 0,1xଶ − 2,5x. Не-
обходимо определить точки минимума и максимума функции (точки 
экстремума) и значение функции в этих точках (экстремумы функ-
ции). Ниже приведен листинг Mathcad-программы, иллюстрирующий 
применение функций «Maximize» и «Minimize». 
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Листинг Mathcad-программы 

    исследуемая функция 

Строим график функции  

Находим минимумы функции 
   начальное приближение 
 

                      ограничение 
     находим минимум функции 

                 точка минимума 
            минимум функции 

 
 

                             ограничение 
     находим минимум функции 

                    точка минимума 
             минимум функции 

 
Находим максимумы функции 

 
                            ограничение 

     находим максимум функции 
                  точка максимума 

               максимум функции 
 

 
                            ограничение 

      находим максимум функции 
                     точка максимума 

                максимум функции 
 

f x( ) 0.5- x7 0.2x4+ 4x3+ 0.1x2+ 2.5x-:=

2- 1.5- 1- 0.5- 0 0.5 1 1.5 2

2-

1-

1

2

3

4

f x( )

x

x 0:=
Given

1.5- x£ 1-£
minX Minimize f x, ( ):=
minX 1.276-=
f minX( ) 1.673-=

Given
0 x£ 1£
minX Minimize f x, ( ):=
minX 0.444=
f minX( ) 0.734-=

Given
1- x£ 0£

maxX Maximize f x, ( ):=
maxX 0.476-=
f maxX( ) 0.794=

Given
1 x£ 1.5£
maxX Maximize f x, ( ):=
maxX 1.357=
f maxX( ) 3.229=
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Пример 2. Выбор наилучшей программы выпуска продукции. 
Найти решение задачи 1 (стр. 75). 

 
Листинг Mathcad-программы 

Записываем целевую функцию 
 

         начальные приближения 

 

       
 

       
          ограничения на фонд рабочего 

       
        времени оборудования 

       
 

       
 

       
      условия неотрицательности переменных 

       
 

 

 

Таким образом, получили оптимальный план изготовления изделий: 
         

Прибыль от реализации изделий 
 

Проверка ограничений 
 

   все условия выполняются 
 
 

 
 

  

f x1 x2, x3, ( ) 10x1 14x2+ 12x3+:=

x1 1:= x2 1:= x3 1:=

Given

2x1 4x2+ 5x3+ 120£

x1 8x2+ 6x3+ 280£

7x1 4x2+ 5x3+ 240£

4x1 6x2+ 7x3+ 360£

x1 0³

x2 0³

x3 0³

x Maximize f x1, x2, x3, ( ):=

x

24

18

0

æ
ç
ç
è

ö
÷
÷
ø

=

x1 24:= x2 18:= x3 0:=

f x1 x2, x3, ( ) 492=

2x1 4x2+ 5x3+ 120=

x1 8x2+ 6x3+ 168=

7x1 4x2+ 5x3+ 240=

4x1 6x2+ 7x3+ 204=
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Пример 3. Транспортная задача (определение наилучшего 
плана перевозок). Найти решение задачи 3 (стр. 79). 

 
Листинг Mathcad-программы 

Записываем целевую функцию 
 

       
          начальные приближения 
       

 
       
          ограничения на потребности 

       

       

          ограничения на запасы 

       

             

                условия неотрицательности переменных 

             

 

 

Таким образом, получили оптимальный план перевозок: 
             
          

  
 

      
       

 

Общая стоимость перевозок: 
 

 

f x11 x12, x13, x21, x22, x23, x31, x32, x33, ( ) 2x11 4x12+ 3x13+
7x21 5x22+ 8x23++

...

6x31 9x32+ 7x33++
...

:=

x11 0:= x21 0:= x31 0:=

x12 0:= x22 0:= x32 0:=

x13 0:= x23 0:= x33 0:=

Given
x11 x21+ x31+ 260
x12 x22+ x32+ 520
x13 x23+ x33+ 420

x11 x12+ x13+ 420£

x21 x22+ x23+ 380£

x31 x32+ x33+ 400£

x11 0³ x21 0³ x31 0³

x12 0³ x22 0³ x32 0³

x13 0³ x23 0³ x33 0³

x Minimize f x11, x12, x13, x21, x22, x23, x31, x32, x33, ( ):=

xT 0 140 280 0 380 0 260 0 140( )=

x11 0:= x12 140:= x13 280:=

x21 0:= x22 380:= x23 0:=

x31 260:= x32 0:= x33 140:=

f x11 x12, x13, x21, x22, x23, x31, x32, x33, ( ) 5840=
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Проверка ограничений 
 
  завезли все в требуемом количестве 
 

 
  израсходовали все ресурсы 
 

 
Рассмотрим второй способ решения. Данный листинг целесооб-

разно использовать при высокой размерности задачи. 
 

Листинг Mathcad-программы 
    число пунктов отправления 
   число пунктов назначения 

    запасы (ресурсы) 
    потребности (требования поставки) 

   матрица затрат 
   общий запас ресурсов 

   общие потребности 

                

   начальное приближение 

    целевая функция 

 

           ограничение  на  потребности 
             ограничение  на запасы 
                 условие неотрицательности переменных 

 

Получили оптимальный 
план перевозок: 

Проверка ограничений 
    запасы 

x11 x21+ x31+ 260=

x12 x22+ x32+ 520=

x13 x23+ x33+ 420=

x11 x12+ x13+ 420=

x21 x22+ x23+ 380=

x31 x32+ x33+ 400=

n 3:=
m 3:=

Z 420 380 400( )T:=

C 260 520 420( )T:=

M

2

7

6

4

5

9

3

8

7

æ
ç
ç
è

ö
÷
÷
ø

:=
Zå 1200=

Cå 1200=

i 0 n 1-..:= j 0 m 1-..:= ti 1:= rj 1:=

xi j, 0:=

f x( )
i j

Mi j, xi j, ×( )åéê
ë

ù
ú
û

å:=

Given

xT t× C
x r× Z£
x 0³

x Minimize f x, ( ):=

x r×( )T 420 380 400( )=
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Общая стоимость перевозок: 
 

  потребности 

 
Пример 4. Выбор оптимального варианта технологии (выбор 

интенсивностей использования различных технологических спо-
собов производства). Найти решение задачи 4 (стр. 80). 

 
Листинг Mathcad-программы 

Записываем целевую функцию 
 

           начальные приближения 

 

        
 

        
           ограничения  на сырье 

        
 

        
 

                          
условия неотрицательности переменных 

 

 

Получили следующие интенсивности использования каждого процесса: 
         

Проверка ограничений 
 
    ограничения соблюдаются 
 
 

        общая стоимость товарной продукции 

x

0

0

260

140

380

0

280

0

140

æ
ç
ç
è

ö
÷
÷
ø

=

f x( ) 5840=

xT t×( )T 260 520 420( )=

f x1 x2, x3, ( ) 10x1 15x2+ 8x3+:=

x1 0:= x2 0:= x3 0:=

Given
5x1 4x2+ 6x3+ 50£

8x1 3x2+ 7x3+ 50£

3x1 9x2+ 4x3+ 20£

6x1 5x2+ 2x3+ 60£

x1 0³ x2 0³ x3 0³

x Maximize f x1, x2, x3, ( ):=

x

6.19

0.159
0

æ
ç
ç
è

ö
÷
÷
ø

=

x1 6.19:= x2 0.159:= x3 0:=

5x1 4x2+ 6x3+ 31.586=

8x1 3x2+ 7x3+ 49.997=

3x1 9x2+ 4x3+ 20.001=

6x1 5x2+ 2x3+ 37.935=

f x1 x2, x3, ( ) 64.285=
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3.5. Лабораторная работа №5 

Тема: «Задачи математического программирования». 
Цель работы: приобретение навыков составления математиче-

ских моделей задач математического программирования. Приобрете-
ние навыков решения типовых задач математического программиро-
вания, используя средства математического пакета Mathcad. 

Задание (порядок выполнения работы): 
Часть 1. Решить задачу линейного программирования (согласно 

заданным вариантам из табл. П.5.1 приложения 5), используя средст-
ва системы компьютерной математики Mathcad. 

Часть 2. Решить задачу нелинейного программирования (соглас-
но заданным вариантам из табл. П.5.2 приложения 5), используя 
средства системы компьютерной математики Mathcad. 

Часть 3. Составить математические модели задач математиче-
ского программирования и решить их (согласно заданным вариантам 
из приложения 5), используя средства системы компьютерной мате-
матики Mathcad. 

Структура лабораторной работы (примерный объем): 
- Титульный лист (1 стр.). 
- Цель работы, задание, исходные данные согласно указанным 

вариантам (1-2 стр.). 
- Основная часть (3-6 стр.). 
- Выводы по работе (1 стр.). 
В основной части необходимо привести листинги соответст-

вующих Mathcad-программ с подробными комментариями. Расписать 
последовательность действий. 

Варианты заданий на лабораторную работу №5  приведены в 
приложении 5. 
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4. Вопросы для самостоятельной работы 

1. Дайте определение кибернетики. 
2. Что понимают под технической кибернетикой? 
3. Перечислите основные вопросы, входящие в предмет техниче-

ской кибернетики. 
4. Какие разделы математики используются в кибернетике для ре-

шения различных задач управления? 
5. Что понимают под операционным исчислением? 
6. Перечислите задачи, решаемые методами операционного исчис-

ления. 
7. Какое применение нашло операционное исчисление в теории ав-

томатического регулирования? 
8. Что называют преобразованием и интегралом Лапласа? 
9. Какие условия должны выполняться, чтобы функция f(t) вещест-

венной переменной t являлась оригиналом? 
10. Какую функцию понимают под единичной ступенчатой функци-

ей (функцией Хевисайда)? 
11. Перечислите основные свойства преобразования Лапласа. 
12. Какие существуют способы определения оригинала по изображе-

нию? 
13. Поясните метод решения дифференциальных уравнений и их 

систем, используя операционное исчисление. 
14. В каком виде может быть представлена математическая модель 

объекта управления? 
15. Что понимают под линеаризацией нелинейного дифференциаль-

ного уравнения? 
16. Дайте определение передаточной функции. Что она характеризу-

ет? 
17. Что понимают под переходной и импульсной функциями объек-

та? 
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18. В чем заключается суть теории планирования эксперимента? 
19. Что понимают под математической моделью статики процесса? 
20. Какие переменные называют факторами? 
21. Что понимают под параметром оптимизации? 
22. Почему при обработке экспериментальных данных используют 

методы математической статистики? 
23. В чем состоит суть активного и пассивного экспериментов? 
24. Какие существуют концепции экспериментирования? 
25. Где применяются методы планирования эксперимента? 
26. Какими правилами руководствуются при выборе факторов и пе-

ременных состояния объекта исследования? 
27. Что понимают под корреляционным и регрессионным анализом? 
28. Что такое уравнение регрессии? Каким может быть его вид? 
29. Что понимают под полем корреляции? 
30. Что понимают под корреляционной зависимостью? Какой может 

быть характер корреляционной зависимости? Какими параметра-
ми характеризуется корреляционная зависимость? 

31. Поясните суть метода наименьших квадратов. 
32. Как осуществляется проверка адекватности уравнения регрессии? 
33. Поясните суть полного факторного эксперимента (ПФЭ). 
34. Поясните суть дробного факторного эксперимента (ДФЭ). 
35. Что понимают под математическим программированием? 
36. Приведите классификацию задач математического программиро-

вания. 
37. Что понимают под динамическим программированием? 
38. Приведите примеры задач оптимизации, решаемых с применени-

ем методов линейного и нелинейного программирования. 
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5. Темы рефератов 

1. Теория множеств и ее применение в кибернетике. 
2. Теория графов и ее применение в кибернетике. 
3. Теория матриц и ее применение в кибернетике. 
4. Элементы теории дифференциальных уравнений. Дифференци-

альные уравнения систем автоматического регулирования. 
5. Устойчивость систем автоматического регулирования. 
6. Применение методов спектрального анализа при решении задач 

теории автоматического регулирования. Частотные методы ис-
следования устойчивости линейных автоматических систем. 

7. Элементы теории функций комплексного переменного. 
8. Теория вычетов. 
9. Ряды и интеграл Фурье. 
10. Преобразование Фурье. 
11. Операционное исчисление и преобразование Лапласа. 
12. Свойства преобразования Лапласа. 
13. Применение операционного исчисления для решения диффе-

ренциальных уравнений и их систем. 
14. Применение преобразования Лапласа для анализа непрерывных 

автоматических систем. 
15. Дискретное преобразование Лапласа. 
16. Разностные уравнения и их использование для описания им-

пульсных систем автоматического регулирования. 
17. Планирование оптимального эксперимента. 
18. Методы планирования экстремальных экспериментов. 
19. Полный факторный эксперимент. 
20. Дробный факторный эксперимент (дробные реплики). 
21. Методы статистического анализа эксперимента. 
22. Основные характеристики случайных величин. 
23. Законы распределения случайных величин. 
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24. Определение параметров функции распределения. 
25. Корреляционный и регрессионный анализ. 
26. Дисперсионный анализ. 
27. Оптимальные системы управления. Постановка задачи опти-

мального управления. 
28. Классификация оптимальных систем управления в зависимости 

от критерия качества. 
29. Линеаризация в теории автоматического управления. 
30. Математическое описание систем в пространстве состояния. 
31. Канонические формы управляемости и наблюдаемости. 
32. Теория оптимизации. Постановка задачи оптимизации. 
33. Линейное и нелинейное программирование. 
34. Динамическое программирование. 
35. Теория игр. 
36. Теория статистических решений (статистические игры). 
37. Задачи теории расписаний и массового обслуживания. 
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Приложение 1. Варианты заданий на лабораторную работу №1 

Табл. П.1.1. Функции-оригиналы 

 (ܜ)܎ № (ܜ)܎ №

1 1(t) 17 
1
aଶ [1 − cos(at)] 

2 C 18 
1
aଶ (eୟ୲ − 1 − at) 

3 t 19 sh (at) 

4 t୬ 20 ch (at) 

5 δ(t) 21 ൬t +
1
2

atଶ൰ eୟ୲ 

6 eୟ୲ 22 ൬1 + 2at +
1
2

aଶtଶ൰ eୟ୲ 

7 t୬eୟ୲ 23 (1 + at)eୟ୲ 

8 sin (at) 24 cosଶ(at) 

9 cos (at) 25 sinଶ(at) 

10 t ∙ sin (at) 26 sin ൬
a

√2
t൰ ⋅ sh ൬

a
√2

t൰ 

11 t ∙ cos (at) 27 cos ൬
a

√2
t൰ ⋅ ch ൬

a
√2

t൰ 

12 eୟ୲ ∙ sin (bt) 28 
1
2

[sh(at) − sin(at)] 

13 eୟ୲ ∙ cos (bt) 29 
1
2

[ch(at) − cos(at)] 

14 
1
a

eି୲
ୟ 30 

1
2

[sh(at) + sin(at)] 

15 
1
a

(eୟ୲ − 1) 31 
1
2

[ch(at) + cos(at)] 

16 eୟ୲ − eୠ୲

a − b
 32 a ⋅ eୟ୲ − b ⋅ eୠ୲

a − b
 



 95

Окончание табл. П.1.1 

 (ܜ)܎ №

33 
(c − b)eୟ୲ + (a − c)eୠ୲ + (b − a)eୡ୲

(a − b)(a − c)(c − b)
 

34 
a(b − c)eୟ୲ + b(c − a)eୠ୲ + c(a − b)eୡ୲

(a − b)(b − c)(a − c)
 

35 
aଶ(b − c)eୟ୲ + bଶ(c − a)eୠ୲ + cଶ(a − b)eୡ୲

(a − b)(b − c)(a − c)
 

 (ܜ)܎ № (ܜ)܎ №

36 a ∙ sin(bt) − b ∙ sin (at)
aଶ − bଶ  45 

1
a

sh(at) − t 

37 cos(bt) − cos (at)
aଶ − bଶ  46 1 − cos(at) −

at
2

sin(at) 

38 a ∙ sin(at) − b ∙ sin (bt)
aଶ − bଶ  47 1 − ch(at) +

at
2

sh(at) 

39 aଶ ∙ cos(at) − bଶ ∙ cos (bt)
aଶ − bଶ  48 1 +

bଶ ⋅ cos(at) − aଶ ⋅ cos (bt)
aଶ − bଶ  

40 b ⋅ sh(at) − a ⋅ sh(bt)
aଶ − bଶ  49 1 +

bଶ ⋅ ch(at) − aଶ ⋅ ch(bt)
aଶ − bଶ  

41 ch(at) − ch (bt)
aଶ − bଶ  50 sin(at) − at ⋅ cos(at)

2aଷ  

42 a ⋅ sh(at) − b ⋅ sh (bt)
aଶ − bଶ  51 t ⋅ sin (at)

2a
 

43 aଶ ⋅ ch(at) − bଶ ⋅ ch (bt)
aଶ − bଶ  52 sin(at) + at ⋅ cos(at)

2a
 

44 t −
1
a

sin(at)   
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Приложение 2. Варианты заданий на лабораторную работу №2 

Табл. П.2.1. Дифференциальные уравнения 

№ Уравнение Начальные условия 

1 xᇱ(t) + x(t) = 1(t) x(0) =
1
2 

2 xᇱ(t) + 2x(t) = −3t + 2 x(0) = 0 

3 xᇱᇱ(t) − 3xᇱ(t) + 2x(t) = 2eଷ୲ x(0) = 1 xᇱ(0) = 3 

4 xᇱᇱ(t) + 4x(t) = cos (2t) x(0) = 1 xᇱ(0) = −1 

5 xᇱᇱᇱ(t) + xᇱ(t) = 0 x(0) = 2 xᇱ(0) = 0 xᇱᇱ(0) = −1 

6 xᇱᇱᇱ(t) + 6xᇱᇱ(t) + 11xᇱ(t) + 6x(t) = 0 x(0) = 1 xᇱ(0) = −3 xᇱᇱ(0) = 9 

7 xᇱᇱᇱ(t) − 3xᇱᇱ(t) + 3xᇱ(t) − x(t) = e୲ x(0) = 1 xᇱ(0) = −1 xᇱᇱ(0) = 1 

8 yᇱᇱ(t) + 3yᇱ(t) + 2y(t) = 0 y(0) = 1 yᇱ(0) = 2 

9 yᇱᇱ(t) − 4y(t) = t − 1 y(0) = 0 yᇱ(0) = 0 

10 yᇱᇱ(t) + yᇱ(t) = tଶ + 2t y(0) = 4 yᇱ(0) = −2 

11 yᇱᇱ(t) − 7yᇱ(t) + 6y(t) = sin (t) y(0) = 0 yᇱ(0) = 0 

12 3yᇱᇱᇱ(t) + 6yᇱᇱ(t) + yᇱ(t) + 2y(t) = eି୲ y(0) = 2 yᇱ(0) = 2 yᇱᇱ(0) = 2 

13 yᇱᇱᇱ(t) + yᇱᇱ(t) = 0 y(0) = 1 yᇱ(0) = 1 yᇱᇱ(0) = −2 
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Табл. П.2.2. Системы дифференциальных уравнений 

№ Система уравнений Начальные условия 

1 ൜ xᇱ(t) = x(t) + 2y(t) − 9t
yᇱ(t) = 2x(t) + y(t) + 4e୲

� x(0) = 1 y(0) = 2 

2 ൜ xᇱ(t) = y(t) − 1
yᇱ(t) = −x(t) − 2y(t)

� x(0) = 1 y(0) = −1 

3 ൜xଵ
ᇱ (t) = −xଶ(t) + 2
xଶ

ᇱ (t) = xଵ(t) + 1
� xଵ(0) = −1 xଶ(0) = 0 

4 ൜xᇱ(t) = x(t) − y(t)
yᇱ(t) = x(t) + y(t)

� x(0) = 1 y(0) = 0 

5 ൜xᇱ(t) = y(t) − 7x(t)
yᇱ(t) = −2x(t) − 5

� x(0) = 2 y(0) = 0 

6 ൜xᇱ(t) + 2x(t) + 2y(t) = 10eଶ୲

yᇱ(t) − 2x(t) + y(t) = 7eଶ୲
� x(0) = 1 y(0) = 3 

7 ൜xᇱᇱ(t) − 3x(t) − 4y(t) + 3 = 0
yᇱᇱ(t) + x(t) + y(t) + 5 = 0

� x(0) = 0 x′(0) = 0 y(0) = 0 y′(0) = 0 

8 ቐ
xᇱ(t) = −x(t) + y(t) + z(t)
yᇱ(t) = x(t) − y(t) + z(t)
zᇱ(t) = x(t) + y(t) + z(t)

� x(0) = 1 y(0) = 0 z(0) = 0 

9 ቐ
xᇱ(t) = −x(t) + y(t) + z(t)
yᇱ(t) = x(t) − y(t) + z(t)
zᇱ(t) = x(t) + y(t) − z(t)

� x(0) = 2 y(0) = 2 z(0) = −1 
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Приложение 3. Варианты заданий на лабораторную работу №3 

Табл. П.3.1. Передаточные функции 

№ Тип звена Передаточная функция 

1 Апериодическое (инерцион-
ное) звено 

WА(p) =
K

Tp + 1
 

2 
Апериодическое звено вто-
рого порядка 

WАଶ(p) =
K

Tଶ
ଶpଶ + Tଵp + 1

,  Tଵ ≥ 2Tଶ 

3 Пропорциональное звено WП(p) = K 

4 Звено запаздывания WЗ(p) = eି୮தз 

5 Интегрирующее звено WИ(p) =
1

Tиp
 

6 Дифференцирующее звено WД(p) = Tдp 

7 
Реально дифференцирующее 
звено WРД(p) =

Kp
Tp + 1

 

8 Колебательное звено WК(p) =
K

Tଶpଶ + 2ηp + 1
 

 

Примечание: коэффициенты передаточных функций согласовать с препо-
давателем. 
 

 

 

 

 

 

 

 



 99

Табл. П.3.2. Передаточные функции 

№ Передаточная функция № Передаточная функция 

1 W(p) = WА(p)WЗ(p) 16 W(p) = WИ(p)WАଶ(p) 

2 W(p) = WАଶ(p)WЗ(p) 17 W(p) = WД(p)WАଶ(p) 

3 W(p) = WП(p)WЗ(p) 18 W(p) = WРД(p)WАଶ(p) 

4 W(p) = WИ(p)WЗ(p) 19 W(p) = WК(p)WАଶ(p) 

5 W(p) = WД(p)WЗ(p) 20 W(p) = WИ(p)WАଶ(p)WЗ(p) 

6 W(p) = WРД(p)WЗ(p) 21 W(p) = WД(p)WАଶ(p)WЗ(p) 

7 W(p) = WК(p)WЗ(p) 22 W(p) = WРД(p)WАଶ(p)WЗ(p) 

8 W(p) = WИ(p)WА(p) 23 W(p) = WК(p)WАଶ(p)WЗ(p) 

9 W(p) = WД(p)WА(p) 24 W(p) = WИ(p)WК(p) 

10 W(p) = WРД(p)WА(p) 25 W(p) = WД(p)WК(p) 

11 W(p) = WК(p)WА(p) 26 W(p) = WРД(p)WК(p) 

12 W(p) = WИ(p)WА(p)WЗ(p) 27 W(p) = WИ(p)WК(p)WЗ(p) 

13 W(p) = WД(p)WА(p)WЗ(p) 28 W(p) = WД(p)WК(p)WЗ(p) 

14 W(p) = WРД(p)WА(p)WЗ(p) 29 W(p) = WРД(p)WК(p)WЗ(p) 

15 W(p) = WК(p)WА(p)WЗ(p)   
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Приложение 4. Варианты заданий на лабораторную работу №4 
 

Вариант №1 
X = 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 
9.00; 9.50; 10.00 
Y= 3.45; 4.44; 5.64; 7.11; 8.91; 11.10; 13.78; 17.05; 21.05; 25.93; 31.89; 39.17; 
48.07; 58.93; 72.20; 88.40; 108.20 
 
Вариант №2 
X = 0.10; 0.20; 0.30; 0.40; 0.50; 0.60; 0.70; 0.80; 0.90; 1.00; 1.10; 1.20; 1.30; 1.40; 
1.50; 1.60; 1.70; 1.80; 1.90; 2.00 
Y = 0.09; 0.20; 0.31; 0.43; 0.57; 0.72; 0.88; 1.05; 1.25; 1.46; 1.69; 1.94; 2.22; 2.53; 
2.86; 3.22; 3.62; 4.05; 4.53; 5.05 
 
Вариант №3 
X = 2.00; 2.20; 2.40; 2.60; 2.80; 3.00; 3.20; 3.40; 3.60; 3.80; 4.00; 4.20; 4.40; 4.60; 
4.80; 5.00; 5.20; 5.40; 5.60; 5.80; 6.00 
Y = 22.55; 19.82; 17.54; 15.64; 14.05; 12.73; 11.62; 10.69; 9.92; 9.27; 8.74; 8.28; 
7.91; 7.59; 7.33; 7.11; 6.93; 6.78; 6.65; 6.54; 6.45 
 
Вариант №4 
X = 3.00; 3.20; 3.40; 3.60; 3.80; 4.00; 4.20; 4.40; 4.60; 4.80; 5.00; 5.20; 5.40; 5.60; 
5.80; 6.00; 6.20; 6.40; 6.60 
Y = 8.62; 8.79; 8.94; 9.07; 9.19; 9.29; 9.38; 9.45; 9.52; 9.58; 9.63; 9.68; 9.72; 9.75; 
9.78; 9.81; 9.83; 9.85; 9.87 
 
Вариант №5 
X = 2.50; 2.60; 2.70; 2.80; 2.90; 3.00; 3.10; 3.20; 3.30; 3.40; 3.50; 3.60; 3.70; 3.80; 
3.90; 4.00; 4.10; 4.20 
Y = 24.79; 24.43; 24.05; 23.64; 23.21; 22.75; 22.25; 21.72; 21.16; 20.55; 19.91; 
19.22; 18.48; 17.70; 16.86; 15.96; 15.00; 13.97 
 
Вариант №6 
X = 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 14.00; 15.00; 
16.00; 17.00; 18.00; 19.00; 20.00; 21.00; 22.00 
Y = 0.72; 0.62; 0.56; 0.51; 0.48; 0.46; 0.43; 0.42; 0.40; 0.39; 0.38; 0.37; 0.36; 0.35; 
0.35; 0.34; 0.33; 0.33; 0.32 
 
Вариант №7 
X = 1.40; 1.60; 1.80; 2.00; 2.20; 2.40; 2.60; 2.80; 3.00; 3.20; 3.40; 3.60; 3.80; 4.00; 
4.20; 4.40; 4.60; 4.80; 5.00; 5.20; 5.40; 5.60 
Y = 15.16; 8.31; 5.25; 3.61; 2.62; 1.98; 1.55; 1.24; 1.01; 0.84; 0.71; 0.60; 0.52; 0.45; 
0.40; 0.35; 0.31; 0.28; 0.25; 0.22; 0.20; 0.19 
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Вариант №8 
X = 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 
9.00; 9.50; 10.00 
Y = 7.39; 9.25; 9.99; 10.35; 10.55; 10.67; 10.75; 10.81; 10.84; 10.87; 10.90; 10.91; 
10.92; 10.94; 10.94; 10.95; 10.96 
 
Вариант №9 
X = 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 
8.50; 9.00 
Y = 8.19; 8.64; 8.88; 9.04; 9.16; 9.26; 9.33; 9.40; 9.45; 9.50; 9.54; 9.58; 9.61; 9.64; 
9.67; 9.69 
 
Вариант №10 
X = 1.00; 1.10; 1.20; 1.30; 1.40; 1.50; 1.60; 1.70; 1.80; 1.90; 2.00; 2.10; 2.20; 2.30; 
2.40; 2.50; 2.60; 2.70; 2.80; 2.90 
Y = 100.00; 99.93; 99.51; 98.54; 96.91; 94.60; 91.59; 87.90; 83.55; 78.58; 73.03; 
66.92; 60.30; 53.20; 45.65; 37.69; 29.34; 20.63; 11.59; 2.24 
 
Вариант №11 
X = 1.40; 1.50; 1.60; 1.70; 1.80; 1.90; 2.00; 2.10; 2.20; 2.30; 2.40; 2.50; 2.60; 2.70; 
2.80; 2.90; 3.00; 3.10; 3.20 
Y = 20.08; 20.50; 20.88; 21.22; 21.52; 21.78; 22.00; 22.18; 22.32; 22.42; 22.48; 
22.50; 22.48; 22.42; 22.32; 22.18; 22.00; 21.78; 21.52 
 
Вариант №12 
X = 2.00; 2.10; 2.20; 2.30; 2.40; 2.50; 2.60; 2.70; 2.80; 2.90; 3.00; 3.10; 3.20; 3.30; 
3.40; 3.50; 3.60; 3.70; 3.80; 3.90; 4.00 
Y = 6.60; 6.35; 6.14; 5.97; 5.84; 5.75; 5.70; 5.69; 5.72; 5.79; 5.90; 6.05; 6.24; 6.47; 
6.74; 7.05; 7.40; 7.79; 8.22; 8.69; 9.20 
 
Вариант №13 
X = 1.00; 1.30; 1.60; 1.90; 2.20; 2.50; 2.80; 3.10; 3.40; 3.70; 4.00; 4.30; 4.60; 4.90; 
5.20; 5.50; 5.80 
Y = 17.40; 16.78; 16.22; 15.74; 15.34; 15.00; 14.74; 14.54; 14.42; 14.38; 14.40; 
14.50; 14.66; 14.90; 15.22; 15.60; 16.06 
 
Вариант №14 
X = 1.00; 3.00; 5.00; 7.00; 9.00; 11.00; 13.00; 15.00; 17.00; 19.00; 21.00; 23.00; 
25.00; 27.00; 29.00 
Y = 22.90; 28.10; 32.50; 36.10; 38.90; 40.90; 42.10; 42.50; 42.10; 40.90; 38.90; 
36.10; 32.50; 28.10; 22.90 
 
Вариант №15 
X = 0.60; 1.00; 1.40; 1.80; 2.20; 2.60; 3.00; 3.40; 3.80; 4.20; 4.60; 5.00; 5.40; 5.80; 
6.20; 6.60; 7.00; 7.40 
Y = 18.68; 23.00; 26.68; 29.72; 32.12; 33.88; 35.00; 35.48; 35.32; 34.52; 33.08; 
31.00; 28.28; 24.92; 20.92; 16.28; 11.00; 5.08 
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Вариант №16 
X = 1.00; 1.40; 1.80; 2.20; 2.60; 3.00; 3.40; 3.80; 4.20; 4.60; 5.00; 5.40; 5.80; 6.20; 
6.60; 7.00 
Y = 89.40; 85.54; 82.01; 78.90; 76.27; 74.20; 72.77; 72.06; 72.15; 73.10; 75.00; 
77.92; 81.95; 87.15; 93.61; 101.40 
 
Вариант №17 
X = 0.20; 0.80; 1.40; 2.00; 2.60; 3.20; 3.80; 4.40; 5.00; 5.60; 6.20; 6.80; 7.40; 8.00; 
8.60; 9.20; 9.80; 10.40 
Y = 219.01; 211.66; 198.67; 181.20; 160.42; 137.49; 113.58; 89.87; 67.50; 47.65; 
31.50; 20.19; 14.90; 16.80; 27.05; 46.82; 77.27; 119.58 
 
Вариант №18 
X = 0.50; 1.00; 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 
7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50 
Y = 21.99; 23.93; 25.77; 27.48; 29.00; 30.29; 31.30; 32.00; 32.33; 32.25; 31.71; 
30.68; 29.10; 26.93; 24.13; 20.64; 16.43; 11.45; 5.66 
 
Вариант №19 
X = 0.10; 0.60; 1.10; 1.60; 2.10; 2.60; 3.10; 3.60; 4.10; 4.60; 5.10; 5.60; 6.10; 6.60; 
7.10; 7.60; 8.10; 8.60; 9.10; 9.60 
Y = 8.68; 8.98; 9.15; 9.21; 9.18; 9.07; 8.91; 8.71; 8.49; 8.27; 8.06; 7.89; 7.76; 7.71; 
7.75; 7.89; 8.15; 8.56; 9.12; 9.87 
 
Вариант №20 
X = 1.00; 2.00; 3.00; 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 
14.00; 15.00; 16.00; 17.00 
Y = 12.38; 14.63; 15.89; 16.30; 16.00; 15.14; 13.87; 12.33; 10.66; 9.00; 7.50; 6.31; 
5.57; 5.42; 6.00; 7.46; 9.95 
 
Вариант №21 
X = 1.00; 4.00; 7.00; 10.00; 13.00; 16.00; 19.00; 22.00; 25.00; 28.00; 31.00; 34.00; 
37.00; 40.00; 
Y = 19.97; 19.57; 18.78; 17.71; 16.48; 15.20; 13.99; 12.96; 12.21; 11.87; 12.05; 
12.87; 14.42; 16.84 
 
Вариант №22 
X = 1.00; 3.00; 5.00; 7.00; 9.00; 11.00; 13.00; 15.00; 17.00; 19.00; 21.00; 23.00; 
25.00; 27.00; 29.00; 31.00; 33.00; 35.00 
Y = 2.01; 2.03; 2.05; 2.06; 2.07; 2.08; 2.09; 2.09; 2.09; 2.09; 2.07; 2.06; 2.03; 2.00; 
1.96; 1.92; 1.86; 1.80 
 
Вариант №23 
X = 2.00; 5.00; 8.00; 11.00; 14.00; 17.00; 20.00; 23.00; 26.00; 29.00; 32.00; 35.00; 
38.00; 41.00; 44.00; 47.00; 50.00; 53.00 
Y = 19.97; 19.83; 19.61; 19.33; 19.01; 18.68; 18.36; 18.08; 17.85; 17.71; 17.68; 
17.79; 18.05; 18.49; 19.14; 20.02; 21.15; 22.56 
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Вариант №24 
X = 5.00; 8.00; 11.00; 14.00; 17.00; 20.00; 23.00; 26.00; 29.00; 32.00; 35.00; 38.00; 
41.00; 44.00; 47.00; 50.00 
Y = 201.55; 203.70; 206.45; 209.58; 212.83; 215.96; 218.73; 220.90; 222.23; 222.46; 
221.37; 218.70; 214.21; 207.66; 198.80; 187.40 
 
Вариант №25 
X = 3.00; 6.00; 9.00; 12.00; 15.00; 18.00; 21.00; 24.00; 27.00; 30.00; 33.00; 36.00; 
39.00; 42.00; 45.00; 48.00; 51.00; 54.00; 57.00 
Y = 0.29; 0.52; 0.89; 1.36; 1.91; 2.51; 3.13; 3.75; 4.34; 4.88; 5.34; 5.69; 5.92; 5.98; 
5.87; 5.54; 4.98; 4.16; 3.05 
 
Вариант №26 
X = 0.10; 0.20; 0.30; 0.40; 0.50; 0.60; 0.70; 0.80; 0.90; 1.00; 1.10; 1.20; 1.30; 1.40; 
1.50; 1.60; 1.70; 1.80 
Y = 20.19; 20.56; 21.06; 21.68; 22.37; 23.12; 23.88; 24.64; 25.35; 26.00; 26.54; 
26.96; 27.21; 27.28; 27.12; 26.72; 26.03; 25.04 
 
Вариант №27 
X = 1.00; 2.00; 3.00; 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 
14.00; 15.00; 16.00; 17.00; 18.00; 19.00; 20.00 
Y = 9.60; 9.40; 9.35; 9.44; 9.62; 9.87; 10.17; 10.47; 10.76; 10.99; 11.14; 11.19; 
11.09; 10.83; 10.36; 9.66; 8.71; 7.46; 5.90; 3.98 
 
Вариант №28 
X = 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 14.00; 15.00; 
16.00; 17.00; 18.00 
Y = 40.22; 39.35; 38.93; 38.87; 39.08; 39.47; 39.95; 40.43; 40.82; 41.03; 40.97; 
40.55; 39.68; 38.27; 36.23 
 
Вариант №29 
X = 1.00; 4.00; 7.00; 10.00; 13.00; 16.00; 19.00; 22.00; 25.00; 28.00; 31.00; 34.00; 
37.00; 40.00; 43.00; 46.00; 49.00 
Y = 20.21; 19.89; 18.38; 16.01; 13.10; 9.97; 6.95; 4.36; 2.53; 1.77; 2.42; 4.80; 9.23; 
16.04; 25.55; 38.08; 53.96 
 
Вариант №30 
X = 0.50; 0.80; 1.10; 1.40; 1.70; 2.00; 2.30; 2.60; 2.90; 3.20; 3.50; 3.80; 4.10; 4.40; 
4.70; 5.00 
Y = 19.98; 19.33; 18.34; 17.09; 15.71; 14.30; 12.96; 11.80; 10.91; 10.42; 10.42; 
11.02; 12.32; 14.43; 17.46; 21.50 
 
Вариант №31 
X = 1.00; 1.40; 1.80; 2.20; 2.60; 3.00; 3.40; 3.80; 4.20; 4.60; 5.00; 5.40; 5.80; 6.20; 
6.60; 7.00; 7.40; 7.80; 8.20 
Y = 15.92; 16.93; 16.84; 15.65; 13.52; 10.78; 7.82; 5.09; 2.95; 1.69; 1.44; 2.14; 3.58; 
5.41; 7.20; 8.51; 8.94; 8.21; 6.20 
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Вариант №32 
X = 0.10; 0.80; 1.50; 2.20; 2.90; 3.60; 4.30; 5.00; 5.70; 6.40; 7.10; 7.80; 8.50; 9.20; 
9.90; 10.60; 11.30; 12.00 
Y = 1.17; 1.64; 1.87; 1.79; 1.44; 1.01; 0.74; 0.76; 1.12; 1.67; 2.21; 2.55; 2.62; 2.51; 
2.46; 2.74; 3.56; 5.03 
 
Вариант №33 
X = 1.50; 1.90; 2.30; 2.70; 3.10; 3.50; 3.90; 4.30; 4.70; 5.10; 5.50; 5.90; 6.30; 6.70; 
7.10; 7.50; 7.90; 8.30; 8.70 
Y = 1.96; 1.83; 1.64; 1.39; 1.09; 0.79; 0.52; 0.32; 0.22; 0.21; 0.30; 0.46; 0.64; 0.81; 
0.92; 0.94; 0.83; 0.60; 0.25 
 
Вариант №34 
X = 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 
9.00; 9.50; 10.00; 10.50; 11.00; 11.50 
Y = 23.31; 17.76; 14.29; 11.71; 9.82; 8.63; 8.15; 8.32; 8.96; 9.81; 10.60; 11.07; 
11.07; 10.55; 9.62; 8.48; 7.39; 6.59; 6.28; 6.50 
 
Вариант №35 
X = 1.00; 2.00; 3.00; 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 
14.00; 15.00; 16.00; 17.00 
Y = 2.54; 1.95; 1.61; 1.36; 1.36; 1.65; 2.03; 2.24; 2.19; 2.02; 2.01; 2.26; 2.64; 2.91; 
2.90; 2.71; 2.58 
 
Вариант №36 
X = 6.00; 8.00; 10.00; 12.00; 14.00; 16.00; 18.00; 20.00; 22.00; 24.00; 26.00; 28.00; 
30.00; 32.00; 34.00; 36.00; 38.00; 40.00 
Y = 33.25; 33.13; 32.93; 32.64; 32.24; 31.70; 31.01; 30.15; 29.11; 27.89; 26.50; 
24.99; 23.50; 22.34; 22.20; 24.61; 32.88; 54.13 
 
Вариант №37 
X = 15.00; 15.50; 16.00; 16.50; 17.00; 17.50; 18.00; 18.50; 19.00; 19.50; 20.00; 
20.50; 21.00; 21.50; 22.00; 22.50; 23.00 
Y = 86.38; 79.93; 72.84; 66.33; 61.46; 58.82; 58.47; 59.82; 61.88; 63.42; 63.30; 
60.77; 55.61; 48.22; 39.49; 30.62; 22.77 
 
Вариант №38 
X = 1.00; 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 
8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00 
Y = 26.95; 23.90; 21.82; 19.76; 17.61; 15.56; 13.88; 12.85; 12.58; 13.06; 14.09; 
15.34; 16.44; 17.07; 17.01; 16.23; 14.85; 13.17; 11.54 
 
Вариант №39 
X = 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 
10.00; 10.50; 11.00; 11.50; 12.00 
Y = 10.45; 9.56; 8.87; 8.60; 8.84; 9.60; 10.75; 12.10; 13.40; 14.44; 15.10; 15.34; 
15.28; 15.11; 15.07; 15.40; 16.28; 17.77; 19.84 
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Вариант №40 
X = 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00; 10.50; 11.00; 11.50; 12.00; 12.50; 
13.00; 13.50; 14.00; 14.50; 15.00 
Y = 18.49; 20.32; 21.31; 21.11; 19.64; 17.14; 14.08; 11.04; 8.59; 7.14; 6.82; 7.47; 
8.66; 9.81; 10.31; 9.67; 7.65; 4.30 
 
Вариант №41 
X = 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 
9.00; 9.50; 10.00 
Y = 16.81; 14.13; 12.89; 13.43; 15.67; 19.14; 23.10; 26.72; 29.27; 30.35; 29.93; 
28.41; 26.51; 25.07; 24.89; 26.51; 30.09 
 
Вариант №42 
X = 7.00; 7.40; 7.80; 8.20; 8.60; 9.00; 9.40; 9.80; 10.20; 10.60; 11.00; 11.40; 11.80; 
12.20; 12.60; 13.00; 13.40; 13.80; 14.20; 14.60 
Y = 22.12; 19.57; 16.51; 13.36; 10.56; 8.47; 7.35; 7.30; 8.24; 9.94; 12.04; 14.12; 
15.78; 16.74; 16.88; 16.35; 15.68; 15.92; 18.88; 27.67 
 
Вариант №43 
X = 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00; 
10.50; 11.00; 11.50; 12.00; 12.50; 13.00 
Y = 45.15; 47.83; 50.82; 53.26; 54.41; 53.82; 51.46; 47.69; 43.20; 38.81; 35.29; 
33.13; 32.46; 32.98; 34.02; 34.73; 34.24; 31.87; 27.32 
 
Вариант №44 
X = 11.00; 11.50; 12.00; 12.50; 13.00; 13.50; 14.00; 14.50; 15.00; 15.50; 16.00; 
16.50; 17.00; 17.50; 18.00; 18.50; 19.00; 19.50 
Y = 42.53; 43.25; 43.55; 43.16; 41.94; 39.98; 37.47; 34.76; 32.19; 30.04; 28.48; 
27.46; 26.79; 26.13; 25.10; 23.37; 20.70; 17.03 
 
Вариант №45 
X = 1.00; 2.00; 3.00; 4.00; 5.00; 6.00; 7.00; 8.00; 9.00; 10.00; 11.00; 12.00; 13.00; 
14.00; 15.00 
Y = 9.61; 8.27; 7.34; 7.30; 7.93; 8.38; 7.97; 6.81; 5.69; 5.37; 5.86; 6.44; 6.28; 5.23; 
3.94 
 
Вариант №46 
X = 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00; 
10.50; 11.00; 11.50; 12.00; 12.50; 13.00 
Y = 20.78; 21.21; 21.52; 21.73; 21.85; 21.88; 21.82; 21.70; 21.53; 21.32; 21.10; 
20.90; 20.75; 20.72; 20.87; 21.27; 22.03; 23.27; 25.15 
 
Вариант №47 
X = 1.00; 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 
8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00 
Y = 12.22; 10.15; 7.93; 6.04; 4.87; 4.60; 5.15; 6.25; 7.44; 8.26; 8.32; 7.48; 5.89; 
4.08; 2.91; 3.62; 7.81; 17.55; 35.66 
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Вариант №48 
X = 1.00; 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 
8.00 
Y = 10.53; 10.03; 9.50; 9.03; 8.72; 8.62; 8.69; 8.86; 9.03; 9.07; 8.88; 8.39; 7.63; 
6.66; 5.62 
 
Вариант №49 
X = 1.00; 1.50; 2.00; 2.50; 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 
8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 10.00 
Y = 10.54; 10.05; 9.55; 9.13; 8.91; 8.91; 9.14; 9.52; 9.95; 10.30; 10.49; 10.46; 10.21; 
9.83; 9.45; 9.24; 9.40; 10.12; 11.63 
 
Вариант №50 
X = 3.00; 3.50; 4.00; 4.50; 5.00; 5.50; 6.00; 6.50; 7.00; 7.50; 8.00; 8.50; 9.00; 9.50; 
10.00; 10.50; 11.00; 11.50; 12.00; 12.50 
Y = 8.67; 8.95; 9.69; 10.74; 11.88; 12.86; 13.46; 13.55; 13.11; 12.26; 11.17; 10.08; 
9.22; 8.71; 8.61; 8.81; 9.15; 9.36; 9.22; 8.54 
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Приложение 5. Варианты заданий на лабораторную работу №5 

Табл. П.5.1. Задачи линейного программирования 

№ Функция f Условия (ограничения) 

1 
xଵ + xଶ + xଷ → max 

x଴ = (0,1,1) 
൝
−xଵ + xଶ + xଷ = 2,
3xଵ − xଶ + xଷ = 0,

x୧ ≥ 0, i = 1,2,3.
� 

2 
2xଵ + xଶ + 3xଷ + xସ → max 

x଴ = (0,0,1,1) 
൝
xଵ + 2xଶ + 5xଷ − xସ = 4,
xଵ − xଶ − xଷ + 2xସ = 1,

x୧ ≥ 0, i = 1, … ,4.
� 

3 
6xଵ + xଶ + 4xଷ − 5xସ − max 

x଴ = (1,0,0,1) 
൝
3xଵ + xଶ − xଷ + xସ = 4,
5xଵ + xଶ + xଷ − xସ = 4,

x୧ ≥ 0, i = 1, … ,4.
� 

4 
xଵ + xଶ + xଷ + xସ → max 

x଴ = (0,1,0,1) 
൝
xଵ + 3xଶ + xଷ + 2xସ = 5,

2xଵ − xଷ + xସ = 1,
x୧ ≥ 0, i = 1, … ,4.

� 

5 
xଵ + xଶ + xଷ + xସ + xହ → max 

x଴ = (0,0,1,2,0) 
൝
2xଵ + 3xଶ + 5xଷ + 7xସ + 9xହ = 19,

xଵ − xଶ + xସ + 2xହ = 2,
x୧ ≥ 0, i = 1, … ,5.

� 

6 
xଵ + xଶ + xଷ + xସ → max 

x଴ = (0,0,0,1) 
൞

xଵ + xଶ + xଷ + 3xସ = 3,
xଵ + xଶ − xଷ + xସ = 1,
xଵ − xଶ + xଷ + xସ = 1,

x୧ ≥ 0, i = 1, … ,4.

� 

7 
xଵ + 2xଶ + 2xଷ + xସ + 6xହ

→ max 
x଴ = (0,1,2,0,1) 

൞

xଵ + 3xଶ + 3xଷ + xସ + 9xହ = 18,
xଵ + 5xଶ + 2xସ + 8xହ = 13,

xଷ + xହ = 3,
x୧ ≥ 0, i = 1, … ,5.

� 

8 
xଵ − xଶ + xଷ + xସ − xହ − x଺

→ max 
x଴ = (0,0,2,0,1,1) 

൞

2xଵ + xଶ + xଷ + 3xସ + 3xହ + 2x଺ = 7,
xଵ − xଷ + xହ − x଺ = −2,

xଶ + xଷ + xସ + xହ + 2x଺ = 5,
x୧ ≥ 0, i = 1, … ,6.

� 

9 
xଵ + xଶ + xଷ + 3xସ − xହ − 2x଺

+ x଻ → max 
x଴ = (1,0,0,1,0,1,4) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

xଵ + 2xଶ + 3x଺ + x଻ = 8,
xଵ + 3xଶ + 2xଷ + 2x଺ + 3x଻ = 15,

xଶ + 3xଷ + 2xସ + 2xହ − 3x଺ + 3x଻ = 11,
xଷ + 3xସ + xହ − 2x଺ + x଻ = 5,

x୧ ≥ 0, i = 1, … ,7.

� 
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Табл. П.5.2. Задачи нелинейного программирования 

№ Функция f Условия (ограничения) 

1 4(xଵ − 6)ଶ + 6(xଶ − 2)ଶ → min ൞

0,5xଵ + xଶ ≤ 4,
3xଵ + xଶ ≤ 15,

xଵ + xଶ ≥ 1,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

2 3(xଵ − 1,5)ଶ + 6(xଶ − 1,5)ଶ → max ൞

0,5xଵ + xଶ ≤ 4,
3xଵ + xଶ ≤ 15,

xଵ + xଶ ≥ 1,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

3 2xଵ + 3xଶ + 4xଵ
ଶ + 2xଵxଶ + xଶ

ଶ → max
min  ൝

xଵ − xଶ ≥ 0,
xଵ + xଶ ≤ 4,

xଵ ≤ 3.
� 

4 3xଵ + 2xଶ → max ൜(xଵ − 2)ଶ + (xଶ − 1)ଶ ≤ 9,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

5 7(xଵ − 6)ଶ + 3(xଶ − 4)ଶ → min ൜
xଵxଶ ≥ 1,

xଵ
ଶ + xଶ

ଶ ≤ 9.
� 

6 8xଵ
ଶ + 2xଶ

ଶ → max ൞

xଵxଶ ≥ 1,
xଵ

ଶ + xଶ
ଶ ≤ 9,

xଵ ≤ 2,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

7 6(xଵ − 5)ଶ + (xଶ − 4)ଶ → min ൝
(xଵ − 1)(xଶ − 1) ≤ 1,

xଵ + xଶ ≥ 3,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

8 xଵxଶ → max ൝
3xଵ + 2xଶ ≤ 9,
0,5xଵ + xଶ ≤ 4,

xଵ, xଶ ≥ 0.
� 

9 (xଵ − 2,5)ଶ + (xଶ − 3,5)ଶ → max
min  ൜

(xଵ − 3)(xଶ − 3) ≥ 1,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

10 (xଵ − 6)ଶ + (xଶ − 8)ଶ → min ൜
(xଵ − 3)(xଶ − 3) ≤ 1,

xଵ, xଶ ≥ 0.
� 

11 5xଵ
ଶ + 3xଵ − 4xଶ → max

min  ൝
xଵ + xଶ ≤ 5,

0,3xଵ + xଶ ≤ 3,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 

12 4xଵ + 3xଶ → max ൞

2xଵ − xଶ ≥ 0,
0,5xଵ − xଶ ≤ 0,

xଵ + xଶ ≤ 5,
xଵ, xଶ ≥ 0.

� 
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Транспортные задачи 

Задача 1. Четыре предприятия данного экономического района 
для производства продукции используют три вида сырья. Потребно-
сти в сырье каждого из предприятий соответственно равны 120, 50, 
190 и 110 ед. Сырье сосредоточено в трех местах его получения, а за-
пасы соответственно равны 160, 140, 170 ед. На каждое из предпри-
ятий сырье может завозиться из любого пункта его получения. Тари-
фы перевозок являются известными величинами и задаются матрицей 

C = ൭
7 8 1 2
4 5 9 8
9 2 3 6

൱. 

Составить такой план перевозок, при котором общая стоимость 
перевозок является минимальной. 

 
Задача 2. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.3. 
Табл. П.5.3. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 
A1 
A2 
A3 

2 
5 
11 

4 
1 
6 

7 
8 
4 

9 
12 
3 

200 
270 
130 

Потребности 120 80 240 160 600 
 
Задача 3. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.4. 
Табл. П.5.4. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 
A4 

18 
3 
4 
7 

2 
4 
5 
1 

3 
8 
6 
5 

12 
7 
12 
6 

180 
160 
140 
220 

Потребности 150 250 120 180 700 
 



 110

Задача 4. На трех складах оптовой базы сосредоточен однород-
ный груз в количествах 180, 60 и 80 ед. Этот груз необходимо переве-
зти в четыре магазина. Каждый из магазинов должен получить соот-
ветственно 120, 40, 60 и 80 ед. груза. Тарифы перевозок единицы гру-
за из каждого из складов во все магазины задаются матрицей 

C = ൭
2 3 4 3
5 3 1 2
2 1 4 2

൱. 

Составить такой план перевозок, при котором общая стоимость 
перевозок является минимальной. 

 
Задача 5. Производственное объединение имеет в своем составе 

три филиала, которые производят однородную продукцию соот-
ветственно в количествах, равных 50, 30 и 10 ед. Эту продукцию по-
лучают четыре потребителя, расположенные в разных местах. Их по-
требности соответственно равны 30, 30, 10 и 20 ед. Тарифы перевозок 
единицы продукции от каждого из филиалов соответствующим по-
требителям задаются матрицей 

C = ൭
1 2 4 1
2 3 1 5
3 2 4 4

൱. 

Составить такой план прикрепления получателей продукции к 
ее поставщикам, при котором общая стоимость перевозок является 
минимальной. 

 
Задача 6. Три предприятия данного экономического района мо-

гут производить некоторую однородную продукцию в количествах, 
соответственно равных 180, 350 и 20 ед. Эта продукция должна быть 
поставлена пяти потребителям в количествах, соответственно равных 
110, 90, 120, 80 и 150 ед. Затраты, связанные с производством и дос-
тавкой единицы продукции, задаются матрицей 
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C = ൭
7 12 4 6 5
1 8 6 5 3
6 13 8 7 4

൱. 

Составить такой план прикрепления потребителей к постав-
щикам, при котором общие затраты являются минимальными. 

 
Задача 7. На три базы A1,  A2,  A3 поступил однородный груз в 

количествах, соответственно равных 140, 180 и 160 ед. Этот груз тре-
буется перевезти в пять пунктов назначения B1, B2, B3, B4, B5 соответ-
ственно в количествах 60, 70, 120, 130 и 100 ед. Тарифы перевозок 
единицы груза с каждого из пунктов отправления в соответствующие 
пункты назначения указаны в табл. П.5.5. Требуется найти оптималь-
ный план транспортной задачи. 

Табл. П.5.5. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 

A1 
A2 
A3 

2 
8 
9 

3 
4 
7 

4 
1 
3 

2 
4 
7 

4 
1 
2 

140 
180 
160 

Потребности 60 70 120 130 100 480 
 
Задача 8. В трех пунктах отправления сосредоточен однород-

ный груз в количествах, соответственно равных 420, 380 и 400 т. Этот 
груз необходимо перевезти в три пункта назначении в количествах, 
соответственно равных 260, 520 и 420 т. Стоимости перевозок 1 т 
груза из каждого пункта отправления в каждый пункт назначения яв-
ляются известными величинами и задаются матрицей 

C = ൭
2 4 3
7 5 8
6 9 7

൱. 

Найти план перевозок, обеспечивающий вывоз имеющегося в 
пунктах отправления и завоз необходимого в пункты назначения гру-
за при минимальной общей стоимости перевозок. 
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Задача 9. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-
ходные данные которой приведены в табл. П.5.6. 

Табл. П.5.6. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 

A1 
A2 
A3 

4 
3 
9 

5 
1 
6 

2 
9 
7 

8 
7 
2 

6 
3 
1 

115 
175 
130 

Потребности 70 220 40 30 60 420 
 
Задача 10. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.7. 
Табл. П.5.7. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 
A4 

4 
7 
1 
2 

5 
6 
3 
4 

3 
2 
9 
5 

7 
9 
8 
6 

280 
175 
125 
130 

Потребности 90 180 310 130 710 
 
Задача 11. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.8. 
Табл. П.5.8. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 

1 
5 
7 

4 
6 
2 

7 
8 
4 

3 
9 
8 

510 
90 
120 

Потребности 270 140 200 110 720 
 
Задача 12. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.9. 
 
 
 



 113

Табл. П.5.9. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 

1 
2 
3 

2 
3 
2 

4 
1 
4 

1 
5 
4 

50 
30 
10 

Потребности 30 30 10 20 90 
 
Задача 13. Для строительства четырех дорог используется гра-

вий из трех карьеров.  Запасы гравия в каждом из карьеров соответ-
ственно равны 120, 280 и 160 усл. ед. Потребности в гравии для 
строительства каждой из дорог соответственно равны 130, 220, 60 и 
70 усл. ед. Известны также тарифы перевозок 1 усл. ед. гравия из ка-
ждого из карьеров к каждой из строящихся дорог, которые задаются 
матрицей 

L = ൭
1 7 9 5
4 2 6 8
3 8 1 2

൱. 

Составить такой план перевозок гравия, при котором потреб-
ности в нем каждой из строящихся дорог были бы удовлетворены при 
наименьшей общей стоимости перевозок. 

 
Задача 14. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.10. 
Табл. П.5.10. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 
A1 
A2 
A3 

7 
1 
6 

12 
8 
13 

4 
6 
8 

8 
5 
7 

5 
3 
4 

180 
350 
20 

Потребности 110 90 120 80 150 550 
 
Задача 15. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.11. 



 114

Табл. П.5.11. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 

5 
3 
1 

4 
2 
6 

3 
5 
3 

4 
5 
2 

160 
140 
60 

Потребности 80 80 60 80  
 
Задача 16. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.12. 
Табл. П.5.12. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 

4 
6 
3 

2 
3 
2 

3 
5 
6 

1 
6 
3 

80 
140 
70 

Потребности 80 50 50 70  
 
Задача 17. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.13. 
Табл. П.5.13. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 

A1 
A2 
A3 

6 
5 
3 

7 
1 
2 

3 
4 
6 

2 
3 
2 

180 
90 
170 

Потребности 45 45 100 160  
 
Задача 18. Для строительства трех объектов используется кир-

пич, изготовляемый на трех заводах. Ежедневно каждый из заводов 
может изготовлять 100, 150 и 50 усл. ед. кирпича. Ежедневные по-
требности в кирпиче на каждом из строящихся объектов соот-
ветственно равны 75, 80, 60 и 85 усл. ед. Известны также тарифы пе-
ревозок 1 усл. ед. кирпича с заводов к каждому из строящихся объек-
тов: 
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C = ൭
6 7 3 5
1 2 5 6
8 10 20 1

൱. 

Составить такой план перевозок кирпича к строящимся объек-
там, при котором общая стоимость перевозок является минимальной. 

 
Задача 19. На трех хлебокомбинатах ежедневно производится 

110, 190 и 90 т муки. Эта мука потребляется четырьмя хлебозавода-
ми, ежедневные потребности которых равны соответственно 80, 60, 
170 и 80 т. Тарифы перевозок 1 т муки с хлебокомбинатов к каждому 
из хлебозаводов задаются матрицей 

C = ൭
8 1 9 7
4 6 2 12
3 5 8 9

൱. 

Составить такой план доставки муки, при котором общая стои-
мость перевозок является минимальной. 

 
Задача 20. В трех хранилищах горючего ежедневно хранится 

175, 125 и 140 т бензина. Этот бензин ежедневно получают четыре 
заправочные станции в количествах, равных соответственно 180, 110, 
60 и 40 т.  Стоимости перевозок 1 т бензина с хранилищ к заправоч-
ным станциям задаются матрицей 

C = ൭
9 7 5 3
1 2 4 6
8 10 12 1

൱. 

Составить такой план перевозок бензина, при котором общая 
стоимость перевозок является минимальной. 

 
Задача 21. Найти оптимальный план транспортной задачи, ис-

ходные данные которой приведены в табл. П.5.14, при дополнитель-
ных условиях: из A1 в B2 и из A2 в B5 перевозки не могут быть осуще-
ствлены, а из A2 в B1 будет завезено 60 ед. груза. 
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Табл. П.5.14. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 

A1 
A2 
A3 

1 
6 
8 

2 
3 
2 

3 
4 
1 

1 
5 
9 

4 
2 
3 

180 
220 
100 

Потребности 120 80 160 90 50 500 
 
Задача 22. Найти решение транспортной задачи, исходные дан-

ные которой приведены в табл. П.5.15, при дополнительных услови-
ях: из A1 в B2 должно быть перевезено не менее 50 ед. груза, из A3 в 
B5 – не менее 60 ед. груза, а из A2 в B4 – не более 40 ед. груза. 

Табл. П.5.15. Исходные данные 
Пункты 

отправления 
Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 

A1 
A2 
A3 

5 
7 
8 

3 
6 
9 

2 
5 
4 

4 
3 
5 

8 
1 
2 

160 
90 
140 

Потребности 90 60 80 70 90 390 
 
Задача 23. Найдите решение транспортной задачи, исходные 

данные которой определяются табл. П.5.16 
Табл. П.5.16. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 
A1 
A2 
A3 

5 
6 
7 

8 
3 
4 

7 
5 
2 

2 
4 
3 

1 
6 
2 

220 
140 
160 

Потребности 80 140 90 130 80 520 
 

и матрицей 

D = ൭
∞ ∞ 60 ∞ ∞
∞ 70 ∞ 70 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

൱. 

Числа в матрице D определяют предельное количество груза, ко-
торое можно перевезти из данного пункта отправления в соответст-
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вующий пункт назначения. Символ ∞ означает,  что на перевозки из 
данного пункта отправления в соответствующий пункт назначения 
нет ограничений. 

 
Задача 24. Найдите решение транспортной задачи, исходные 

данные которой определяются табл. П.5.17 
Табл. П.5.17. Исходные данные 

Пункты 
отправления 

Пункты назначения Запасы B1 B2 B3 B4 B5 
A1 
A2 
A3 

1 
6 
8 

2 
3 
2 

3 
4 
1 

1 
5 
9 

4 
2 
3 

180 
220 
100 

Потребности 120 80 160 90 50 500 
 

и матрицей D = ൭
∞ 70 40 60 ∞
∞ ∞ 80 ∞ ∞
∞ ∞ 40 ∞ ∞

൱. 

 
Задача 25. На трех складах оптовой базы сосредоточена мука в 

количествах, равных соответственно 140, 360 и 180 т. Эту муку необ-
ходимо завезти в пять магазинов, каждый из которых должен полу-
чить соответственно 90, 120, 230, 180 и 60 т. С 1-го склада муку не 
представляется возможным перевозить во 2-й и 5-й магазины, а из 2-
го склада в 3-й магазин должно быть завезено 100 т муки. Зная тари-
фы перевозки 1 т муки с каждого из складов в соответствующие ма-
газины, которые определяются матрицей 

C = ൭
7 − 8 2 −
4 3 1 5 6
5 2 3 2 8

൱, 

составьте план перевозок, обеспечивающий минимальную общую 
стоимость перевозок. 
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Задача 26. На трех железнодорожных станциях A1, A2 и A3 ско-
пилось 120, 110 и 130 незагруженных вагонов. Эти вагоны необходи-
мо перегнать на железнодорожные станции B1, B2, B3, B4 и B5. На ка-
ждой из этих станций потребность в вагонах соответственно равна 80, 
60,  70,  100  и 50.  Учитывая,  что с железнодорожной станции A2 не 
представляется возможным перегнать вагоны на станцию B2 и B4, и 
зная, что тарифы перегонки одного вагона определяются матрицей 

C = ൭
2 4 1 6 7
3 3 5 4 2
8 9 6 3 4

൱ 

составьте такой план перегонок вагонов, чтобы общая стоимость бы-
ла минимальной. 

 
Задача 27. Изготовляемый на пяти кирпичных заводах кирпич 

поступает на шесть строящихся объектов. Ежедневное производство 
кирпича и потребность в нем указаны в табл. П.5.18. В ней же указана 
цена перевозки 1000 шт. кирпича с каждого из заводов к каждому из 
объектов. 

Табл. П.5.18. Исходные данные 

Кирпичный 
завод 

Цена перевозки 1 тыс. шт. кирпича 
к строящемуся объекту, ден. ед. 

Производство 
кирпича, 
тыс. шт. 1 2 3 4 5 6 

I 
II 
III 
IV 
V 

8 
13 
12 
14 
9 

7 
8 
4 
6 
12 

5 
10 
11 
12 
14 

10 
7 
9 
13 
15 

12 
6 
10 
7 
8 

8 
13 
11 
14 
13 

240 
360 
180 
120 
150 

Потребность 
в кирпиче, 
тыс. шт. 

230 220 130 170 190 110  

 
Составить план перевозок, согласно которому обеспечиваются 

потребности в кирпиче на каждом из строящихся объектов при мини-
мальной общей стоимости перевозок. 
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Приложение 6. Таблица соответствий «оригинал-изображение» 

Табл. П.6.1. Таблица соответствий 

№ Оригинал 
f(t) 

Изображение 

F(s) = න f(t)
ஶ

଴

eିୱ୲dt 

1 1(t) 
1
s
 

2 eି஑୲ 
1

s + α
 

3 
eି஑୲ − eିஒ୲

β − α
 

1
(s + α)(s + β)

 

4 
1

αβ
+

βeି஑୲ − αeିஒ୲

αβ(α − β)
 

1
s(s + α)(s + β)

 

5 t 
1
sଶ 

6 t୬ 
n!

s୬ାଵ 

7 sin (ωt) 
ω

sଶ + ωଶ 

8 cos (ωt) 
s

sଶ + ωଶ 

9 sh(ωt) 
ω

sଶ − ωଶ 

10 ch(ωt) 
s

sଶ − ωଶ 

11 e஑୲ ⋅ sin (ωt) 
ω

(s − α)ଶ + ωଶ 

12 e஑୲ ⋅ cos (ωt) 
s − α

(s − α)ଶ + ωଶ 

13 e஑୲ ⋅ sh (ωt) 
ω

(s − α)ଶ − ωଶ 

14 e஑୲ ⋅ ch (ωt) 
s − α

(s − α)ଶ − ωଶ 
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Окончание табл. П.6.1 

№ Оригинал 
f(t) 

Изображение 

F(s) = න f(t)
ஶ

଴

eିୱ୲dt 

15 eି஑୲ ⋅ t୬ 
n!

(s + α)୬ାଵ 

16 t ⋅ sin (ωt) 
2ωs

(sଶ + ωଶ)ଶ 

17 t ⋅ cos (ωt) 
sଶ − ωଶ

(sଶ + ωଶ)ଶ 

18 t ⋅ sh (ωt) 
2ωs

(sଶ − ωଶ)ଶ 

19 t ⋅ ch (ωt) 
sଶ + ωଶ

(sଶ − ωଶ)ଶ 

20 e஑୲ ⋅ t ⋅ sin (ωt) 
2ω(s − α)

[(s − α)ଶ + ωଶ]ଶ 

21 e஑୲ ⋅ t ⋅ cos (ωt) 
(s − α)ଶ − ωଶ

[(s − α)ଶ + ωଶ]ଶ 

22 
1

2ωଷ [sin(ωt) − ωt ⋅ cos (ωt)] 
1

(sଶ + ωଶ)ଶ 

23 
1

2ωଷ [ωt ⋅ ch(ωt) − sh (ωt)] 
1

(sଶ − ωଶ)ଶ 

24 sin (ωt ± φ) 
ω ⋅ cosφ ± s ⋅ sinφ

sଶ + ωଶ  

25 cos (ωt ± φ) 
s ⋅ cosφ ± ω ⋅ sinφ

sଶ + ωଶ  
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