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1. Множество, последовательность, функция 
Одним из основных понятий математики является понятие функции. При 

изучении различных явлений природы, решении технических задач, следова-
тельно, и в математике приходится рассматривать изменение одной величины в 
зависимости от изменения другой. Например, при движении материальной точ-
ки пройденный путь рассматривается как величина, зависящая от времени. По-
нятие функции связано с установлением зависимости между элементами двух 
множеств. 

1.1. Множества и операции над множествами 
Множество – это совокупность, собрание каких-либо объектов произ-

вольной природы, объединенных по какому-либо признаку. Объекты, принад-
лежащие данному множеству, называются элементами множества. 

Множество можно задать, перечислив все его элементы или указав их 
общее свойство. 

Обозначения 
1) хÎА – элемент х принадлежит множеству А; 
2) хÏА, AxÎ  – х не входит в множество А; 
3) АÌВ (ВÉА) – множество А включено в В, то есть, если хÎА, то хÎВ; 
А – подмножество множества В, Ì, É – знаки включения. 
4) Æ – пустое множество; ÆÌА, где А – любое множество. 
5) Для обозначения множеств широко употребляют фигурные скобки, 

внутри которых тем или иным способом описываются их элементы. 
Например, 

{ }KK ,,,2,1 nN = – множество натуральных чисел; 
{ }KK ,2,1,0,1,2, --=Z  – множество всех целых чисел; 

þ
ý
ü

î
í
ì=

n
mQ , где m, nÎZ, n¹0 – множество рациональных чисел; 

);(-= ¥¥R  – множество действительных чисел. 
6) А = В – множества А и В равны: АÌ  В, ВÌ  А. 

           
          Операции над множествами 

Сумма (объединение) множеств А и В – это множество С=А+В 
(С=АÈВ), состоящее из всех тех элементов, которые принадлежат хотя бы од-
ному из множеств А или В. 

                    
  
 
                                                         АÈВ      
 
                        Рис. 1 

В А 
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Произведение (пересечение) множеств А и В есть множество С=АВ 
(С=АÇВ), состоящее из элементов, одновременно принадлежащих множеству А 
и множеству В (АÇА=А). 

                          
  
   
                                                       АВ 
                       
                      Рис. 2 
Если АВ=Æ, то А и В не пересекаются. 
Разность множеств А и В есть множество С=А\В, состоящее из элементов 

множества А, не содержащихся в В. 
В общем случае (А\В)+В¹А. 
                                    А\В 

 
 
 
 
                                         Рис. 3 
Если AÌ B , то разность множеств B \ A называется дополнением множества A 
до множества B . 
Множество (A\ B)È(B \ A) называется симметрической разностью множеств A 
и B и обозначается A∆B . 

Основные свойства сложения и умножения: 
1) А+В=В+А(коммутативность сложения); 
2) (А+В)+С=А+(В+С) (ассоциативность сложения); 
3) (АВ)С=А(ВС)(ассоциативность умножения); 
4)  (А+В)С=АС+ВС(дистрибутивность сложения относительно умножения). 

Логические символы: 
1) aÞb – из предложения a следует предложение b. 
2) aÛ b – предложения a и b эквивалентны: из a следует b, из b следует a. 

      3) "хÎ А: a – для всякого элемента хÎА имеет место предложение a  
 (" – квантор общности). 
Кванторы (от лат. quantum – сколько) – логические эквиваленты слов 

«все», каждый и т.п. 
      4) $yÎ B: b – существует элемент yÎ B, для которого имеет место предло-
жение b ($ – квантор существования). 
      5) a  – не a; отрицание предложения a. 
 Отрезок, интервал, ограниченное множество 
1. Отрезок, сегмент [a,b] – множество чисел х, удовлетворяющих неравенст-
вам: .bxa ££   
2. Открытый интервал (a,b): .bxa <<  

А В 

А В 
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3. Полуоткрытый интервал, полуинтервалы [a,b), (a,b]: bxa <£ , bxa £< .. 
4. Окрестность точки с – интервал (a,b), содержащий точку с: bca << . 
5. e – окрестность точки с: (с–e, с+e). 

Неравенства для абсолютных величин: 
1) eee <<-Þ< aa ; 
2) eee +<<-Þ<- babba ; 
3) baba +£+ , baba -³- . 

Пример 1. Рассмотрим два числовых множества: 
A={-3,1,4,7}, B ={-5,0,1,8}. 
Найти множества: A+B, AB, A\B, B\A, A∆B. 
Решение. Воспользовавшись приведенными определениями, получаем: 
A+B={-5,-3,1,4,7,8}, AB ={1}, A\B ={-3,4,7}, 
B\A={-5,0,8}, A∆B ={-5,-3,4,7,8}. 

 
1.2. Числовые функции одного переменного 

Под переменной величиной понимается величина, которая в процессе изу-
чения какого-либо явления принимает хотя бы два различных значения. 
Величина, которая при исследовании данного явления принимает только одно 
значение, называется постоянной. 

 Определение: Пусть даны два множества X  и Y  (непустых). Соответствие 
f , которое каждому элементу XxÎ  сопоставляет один и только один элемент 

,Yy Î  называется функцией и записывается ( )xfy =  или YXf ®:  (говорят 
еще, что функция f  отображает множество X  на множество Y ). 

Пример 2. На рисунках а), б) f и g – функции; в) h – не является функцией; 
г) q – не является функцией (не единственный y). 

Рис. 4 
 

Если элементами множеств X и Y  являются действительные числа (т.е. 
Rx Î , Ry Î ), то функцию называют числовой. 

Множество всех Xx Î  называется областью определения функции и обо-
значается ( )fD ; множество всех Yy Î  называется множеством значений 
функции и обозначается ( )fE . 

Переменная x  называется аргументом или независимой переменной, а y – 
значением функции (функцией) или зависимой переменной (от x ). Относитель-
но самих величин x  и y  говорят, что они находятся в функциональной зависи-
мости ( )xfy =  (иногда пишут ( )xyy = ). 



 6 

Пример 2. Найти область определения функции x
xxу

-
+

+=
3

22ln . 

Решение: 
Область определения данной функции задается системой неравенств 

ïî

ï
í
ì

³
-
+

>

,0
3

2
,02

x
x

x
 

которая эквивалентна системе неравенств 
ï
î

ï
í

ì

-³
<
>

.2
,3
,0

x
x
x

  

Решением этой системы является интервал xÎ(0, 3). 
Ответ. ( ) :fD  xÎ (0, 3). 
Пример 3. Найти множество значений функции 342 ++= xxу . 

Решение: 1 способ: поскольку 1)2(14434 222 -+=-++=++= xxxxxу , то  y ³ -1. 
2 способ: графиком данной  функции является парабола, ветви которой направ-
лены вверх, т.к. коэффициент при х2 положителен. Вершина параболы может 
быть найдена по формуле х = -b/(2a )= -2, тогда у = -1. Получим тот же резуль-
тат:  y ³ -1. 
Ответ. Множество значений рассматриваемой функции имеет вид: [-1, +∞). 
       
     Способы задания функций 

Наиболее часто встречаются следующие способы задания функции: 
- аналитический; 
- графический; 
- табличный. 
Аналитический способ:  функция задается в виде одной или нескольких 

формул или уравнений. 

Например, a) 5-= xy ;  б) 
î
í
ì

<-
³+

=
0,4
0,12

xприx
xприxy ;  в) 042 =- xy . 

Если область определения функции не указывается, то предполагается, что 
она совпадает  с множеством всех значений аргумента, при которых формула 
имеет смысл, например, для xy = ,  ( ) [ )+¥= ;0yD . 

Аналитический способ является предпочтительным по сравнению с другими 
способами задания функции, т.к.  методы математического анализа позволяют 
полностью исследовать функцию. 

Графический способ: задается график функции. 
Графиком функции ( )xy  называется множество всех точек Oxy , абсциссами 

которых являются значения аргумента x, а ординатами – соответствующие им 
значения функции y. 

Например, графиком функции xy =  является прямая. 
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Графический способ удобен, когда задать функцию аналитически трудно. 
По графику можно наглядно судить о поведении и свойствах функции (чет-
ность, монотонность, ограниченность, периодичность и т.д.). Преимуществом 
графического способа является его наглядность, недостатком – его неточность. 

Табличный способ: функция задается таблицей ряда значений аргумента и 
соответствующих значений функции. Например, известны таблицы значений 
тригонометрических функций, логарифмические таблицы. На практике часто 
приходится пользоваться таблицами значений функции, полученных опытным 
путем или в результате наблюдений. 

Основные элементарные функции 
1) прямая пропорциональность f(x)=k x, где k - постоянная величина (коэффи-
циент пропорциональности); 
2) линейная функция A x + B y = C , где, по крайней мере, одно из чисел A или B 
не равно нулю, графиком этой функциональной зависимости является прямая 
линия;  
3) обратная пропорциональность (гипербола): y = k/x , где k - постоянная вели-
чина; 
4) квадратичная функция (квадратная парабола):  y = ax 2 + bx + c, где a, b, c - 
постоянные, a 0;  
5) степенная функция: y = axn, где a, n – постоянные; 
6) показательная функция y = ax, где a - положительное постоянное число; 
4)логарифмическая функция: y = loga x, где a – постоянное положительное чис-
ло, не равное 1; 
8) тригонометрические функции: y = sin x, y = cos x, y = tg x и y = ctg x;  
9) обратные тригонометрические функции: y = arcsin x,  y = arccos x, y = arctg x и 
y = arcctg x.   

 
Обратные функции, сложные функции 
Пусть задана функция ( )xfy =  с областью определения D  и множеством 

значений E . Если любому значению у, принадлежащему E , соответствует 
единственное значение DxÎ , то определена 
функция ( )yx j=  с областью определения E  и 
множеством значений D . Такая функция ( )yj  
называется обратной к функции ( )xf  и записы-
вается ( ) ( )yfyx 1-== j . Про функции ( )xfy =  и 

( )yx j=  говорят, что они являются взаимно об-
ратными. 

Например, для xy 2=  обратной функцией 

будет 2
yx = . 

 Рис. 5 
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Из определения обратной функции следует, что функция ( )xfy =  имеет 
обратную тогда и только тогда, когда соответствие между D  и E  взаимно одно-
значное, следовательно, любая строго монотонная функция имеет обратную 
(при этом если функция возрастает (убывает), то и обратная функция возраста-
ет (убывает)). Заметим, что обратные функции изображаются одной и той же 
кривой, т.е. графики их совпадают. Если же условиться считать, что, как обыч-
но, аргумент обозначается x , а зависимая переменная y , то обратная функция 
запишется в виде ( )xy j= , а графики взаимно обратных функций симметричны 
относительно биссектрисы 1 и 3 координатных углов, т.е. прямой xy = (рис 5). 

Пусть функция ( )ufy =  определена на множестве D, а функция ( )xu j=  в 
свою очередь на множестве D1 (причем для любого 1DxÎ , соответствующее 
значение ( ) Dxu Îj= ). Тогда на множестве D1 определена функция ( )( )xfy j= , 
которая называется сложной функцией от x  (или функцией от функции). Пере-
менную ( )xu j=  называют промежуточным аргументом. 

Например, xy 2sin= . Здесь uy sin= , xu 2= . Сложная функция может 
иметь несколько промежуточных аргументов. 

 
1.3. Бесконечная числовая последовательность и ее предел 

Бесконечной числовой последовательностью {an, nÎ  N} называется чи-
словая функция, областью определения которой является множество N нату-
ральных чисел.  

Задать последовательность можно, указав способ получения любого чле-
на последовательности или указав все его члены. Часто последовательность за-
дается с помощью явной формулы для n-го члена последовательности, напри-
мер, an=2n, nÎN или с помощью рекуррентного соотношения, например, 

nnn aaa += ++ 12 , 11 =a , 12 =a . 
Пример 4. {an}={(-1)n} или {an}={ }…1;1;-1;1;- ; 

{an}={sin
2
pn } или {an}=1; 0; -1; 0;… 

Здесь nÎN . 
Последовательность {an}  называется ограниченной, если существует чис-

ло M такое, что при всех значениях n выполняется неравенство an £ M . 
Последовательность, не являющаяся ограниченной, называется неограниченной. 

Важными частными случаями бесконечных последовательностей являют-
ся арифметическая и геометрическая прогрессии. 

Арифметическая прогрессия - это числовая последовательность, каждый 
член которой, начиная со второго, равен предыдущему, сложенному с одним и 
тем же для данной последовательности числом d. Число d называют разностью 
арифметической прогрессии. В арифметической прогрессии {an}, т.  е.  в ариф-
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метической прогрессии с членами: a1,  a2,  a3,  a4,  a5,  …, an-1,  an, …  по определе-
нию: a2=a1+d; a3=a2+d; ..............…an=an-1+d; … 

Формула n-го члена арифметической прогрессии: an=an-1+(n-1)d. 

Сумма n первых членов: nndanaaS n
n 2

)1(2
2

11 -+
=

+
= . 

Если d>0, то прогрессия возрастающая; если d<0, то прогрессия убы-
вающая. 

Геометрической прогрессией называется последовательность отличных 
от нуля чисел, каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему 
члену, умноженному на одно и то же число. Таким образом, геометрическая 
прогрессия – это числовая последовательность, заданная соотношениями  

bn+1 =bn · q, где bn ≠ 0, q ≠ 0, q – знаменатель прогрессии, 
n

n

b
b

q 1+= . 

Геометрическая прогрессия является возрастающей, если b1 > b2> b3>…  
Геометрическая прогрессия является убывающей, если b1< b2< b3<…. 
Формула n-го члена геометрической прогрессии: bn = b1 · q n-1. 

Сумма первых n членов геометрической прогрессии равна 

1
)1(1

-
-

=
q
qbS

n

n , при q≠1. 

Определение. Число a называется пределом последовательности x ={xn}, если 
для произвольного заранее заданного сколь угодно малого положительного 
числа ε найдется такое натуральное число N, что при всех n>N выполняется не-
равенство |xn - a| <ε. 

Если число a есть предел последовательности x = {xn}, то говорят, что xn 
стремится к a, и пишут axnn

=
¥®

lim . 

Окрестностью точки x0 называется произвольный интервал (a,b), содер-
жащий эту точку внутри себя. Часто рассматривается окрестность точки x0, для 
которой x0 является серединой, тогда x0 называется центром окрестности, а ве-
личина (b–a)/2 – радиусом окрестности. 

Проиллюстрируем геометрически понятие предела числовой последова-
тельности. Для этого запишем последнее неравенство из определения в виде 

e<-<e- axn  или e+<<e- axa n . 
Это неравенство означает, что все элементы последовательности с номе-

рами n>N должны лежать в интервале (a – ε; a + ε). 
Следовательно, постоянное число a есть предел числовой последователь-

ности {xn}, если для любой малой окрестности с центром в точке a радиуса ε (ε– 
окрестности точки a) найдется такой элемент последовательности с номером N, 
что все последующие элементы с номерами n>N будут находиться внутри этой 
окрестности. 
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Пример 5. Используя определение предела числовой последовательно-

сти, доказать что 2
1

12
lim =

-¥® n
n

n
.  

Решение: Возьмем произвольное ε>0.  

Рассмотрим 12
1

12
122

2
1

122
1

-
=

-
+-

=-
-

=-
nn

nn
n
nxn . 

Тогда e<-
2
1

nх , если e<
-12

1
n  или  e

112 >-n , т.е. 2
1

2
1

+>
e

n . Поэтому 

выберем любое натуральное число, удовлетворяющее неравенству 2
1

2
1

+>
e

N . 

Свойства пределов последовательностей 
Если последовательности  {an} и {bn}сходятся, то 
1. nnnnnnn

baba
¥®¥®¥®

+=+ limlim)(lim ,  

nnnnnnn
baba

¥®¥®¥®
×=× limlim)(lim , 

     nnnnnnn
baba

¥®¥®¥®
-=- limlim)(lim , nnnn

aссa
¥®¥®

= limlim , 

      

)0lim(,
lim

lim
lim ¹=

¥®
¥®

¥®

¥® nn
nn

nn

n

n

n
b

b

a

b
a

. 

2. Если aann
=

¥®
lim и nn ba £  для всех n, то ba £ . 

3. Если nnn bca ££  для всех n и aba nnnn
==

¥®¥®
limlim , то acnn

=
¥®

lim . 

4. Если aann
=

¥®
lim , то aann

=
¥®

lim .  

 
1.4. Предел функции 

Пусть функция y=f(x) определена в некоторой окрестности точки a. 
Предположим, что независимая переменная x неограниченно приближается к 
числу a. Это означает, что мы можем придавать х значения сколь угодно близ-
кие к a, но не равные a. Будем обозначать как x →a. Для таких x найдем соот-
ветствующие значения функции. Может случиться, что значения f(x) также не-
ограниченно приближаются к некоторому числу b. Тогда говорят, что число b 
есть предел функции f(x) при x → a.  

Введем строгое определение предела функции. 
Определение. Функция y=f(x) стремится к пределу b при x→a, если для 

каждого положительного числа ε, как бы мало оно не было, можно указать та-
кое положительное число δ, что при всех x≠a из области определения функции, 
удовлетворяющих неравенству |x  -  a| < δ, имеет место неравенство |f(x) - b|<ε. 
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Если b есть предел функции f(x) при x → a, то пишут bxf
ax

=
®

)(lim  или f(x) → b 
при x → a. 

Проиллюстрируем это определение на графике функции (рис.6). Т.к. из 
неравенства |x  -  a| < δ должно следовать неравенство |f(x)  -  b| < ε, т.е. при x Î  
(a-δ, a+δ) соответствующие значения функции f(x) Î  (b-ε, b+ε), то, взяв произ-

вольное ε > 0, мы можем подоб-
рать такое число δ, что для всех 
точек x, лежащих в δ – окрестно-
сти точки a, соответствующие 
точки графика функции должны 
лежать внутри полосы шириной 
2ε, ограниченной прямыми y = b – 
ε и y = b + ε. 

Несложно заметить, что 
предел функции должен обладать 
теми же свойствами, что и предел 
числовой последовательности. Ес-

ли при x → a функция имеет предел, то он единственный. 
Пример 6.  Найти  предел  функции   
 а) y=2x+1   при  x → 1;  
б) c

xx 0
lim
®

 ( constc = );  

в) x
xx 0

lim
®

;   

г) xx

1sinlim
0®

.   

Решение: а) Используя график функции (рис.7), 
можно увидеть, что если x→1 с любой стороны, 
то соответствующие точки M(x,  y) графика стре-
мят- 
ся к точке M(1, 3), т.е. можно предположить, что 3)12(lim

1
=+

®
х

x
. 

Докажем это. Зададим произвольное число ε>0. Нам нужно, чтобы выполнялось 
неравенство |(2x+1) – 3|<ε или |2x–2|< ε, откуда |x– 1| < ε. Таким образом, если 
положить δ = ε/2, то при всех x, удовлетворяющих неравенству |x– 1|<δ, будет 
выполняться неравенство |y– 3| < ε. По определению предела это и означает, что 
3 есть предел функции y=2x+1 при x → 1. 

Этот же предел можно найти проще, используя правило:  
)()(lim afxf

ax
=

®
, 

где a может быть равным конечному числу или бесконечности. Таким образом, 
3112)12(lim

1
=+×=+

®
x

x
. 

Рис. 7 

Рис. 6 

b+ε 

b
b-ε 

a-δ a х 

2ε 

a+δ 

М 

у 

0



 12 

б) ( ) cxf =  ( constc = ). Возьмем 021 ,...,...,, xxxx n ®  (последовательность аргу-
ментов), тогда последовательность значений функций: ccccc ®,...,...,,,  от-

сюда следует cc
xx

=
® 0

lim . 

в) ( ) xxf = . Заметим, что 021 ,...,...,, xxxx n ® , тогда ( ) nn xxf =  и, следовательно, 

последовательность значений функции 021 ,...,...,, xxxx n ® , т.е. 0
0

lim xx
xx

=
®

. 

г) ( )
x

xf 1sin= . Найдем предел в точке 00 =x  ( 0x  может не принадлежать облас-

ти определения). Рассмотрим последовательность, стремящуюся к нулю 
0;...1;...

3
1;

2
1;1: ®

pppp n
xn , тогда последовательность значений функции стремится 

тоже к нулю: ( ) ;...sin;...3sin;2sin;sin: pppp nxf n    ( 0;0;0;0 ® ), но  для другой по-

следовательности аргументов  
( ) ;...

34
2;...

9
2;

5
2;2:

pppp -n
xn последовательность зна-

чений функции стремится к единице: ( ) ;...
2

5sin;
2

sin: pp
nxf    ( 1;1;1;1 ® ), т.е. для 

двух стремящихся к нулю последовательностей аргумента последовательности 

( )nxf  имеют разные пределы, следовательно, xx

1sinlim
0®

 не существует. 

 
Рассмотрим некоторые утверждения и теоремы, которые облегчают на-

хождение предела функции. Формулировка и доказательство теорем для случа-
ев, когда 0xx ®  и ¥®x  аналогичны. Будем считать, что пределы функций f  и 
g  в точке существуют. 

1) функция может иметь только один предел; 
2) ( ) ( )( ) ( ) ( )xxfxxf

xxxxxx
jj

000

limlimlim
®®®

±=± ;  

   ( ) ( )( ) ( ) ( )xxfxxf
xxxxxx

jj
000

limlimlim
®®®

×=× ; 

   
( )
( )

( )
( )x

xf

x
xf

xx

xx

xx jj
0

0

0 lim

lim
lim

®

®

®
= , если ( ) 0lim

0

¹
®

xg
xx

. 

Следствия из них: 
3) постоянный множитель можно выносить за знак предела: 

( ) ( )xfcxfc
xxxx 00

limlim
®®

×=× ; 

4) предел степени с натуральным показателем равен той же степени пре-

дела: ( )( ) ( )
n

xx

n

xx
xfxf ÷

ø
öç

è
æ=

®® 00

limlim , в частности, 
nn

xx
xx 0

0

lim =
®

, Nn Î ; 
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5) Если функция ( )xf  заключена между двумя функциями ( )xg  и ( )xh , 

стремящимися к одному и тому же пределу, т.е. если  ( ) ( ) Axhxg
xxxx

==
®® 00

limlim  и 

( ) ( ) ( )xhxfxg ££ , то ( ) Axf
xx

=
® 0

lim . 

Пример 7.  Вычислить предел: 
а) ( )723lim 2

1
+-

®
xx

x
. 

Решение: 

а) ( ) ( ) 8723712137limlim2lim3723lim 2

11

2

1

2

1
=+-=+×-×=+-=+-

®®®® xxxx
xxxx . 

 
Односторонние пределы 

Определение. Число A  называется пределом функции ( )xfy =  слева (левым 
пределом) в точке 0x , если для любой, сходящейся к 0x  последовательности ар-
гументов, элементы которой меньше 0x , соответствующая последовательность 
значений функции ( )nxf  сходится к A . 

Обозначение: ( ) Alim
00

=
-®

xf
xx

 или ( ) Axf =- 00 . 

На d-e  языке:   ( )xfA
xx 00

lim
-®

= , если для любого 0>e  существует 

( ) 0>ed , что для любого ( )00 ; xxx d-Î  выпол-

няется ( ) e<- Axf . 
Аналогично определяется предел функции 

справа (правый предел). 
( )xfA

xx 00
lim

+®
=  в точке 0x , если для любой 

сходящейся к 0x  последовательности аргумен-
тов, элементы которой больше 0x , элементы со-
ответствующей последовательности ( ) Axf n ® . 

На d-e  языке:  ( )xfA
xx 00

lim
+®

= , если для  

                                                любого 0>e  существует ( ) 0>ed ,  что для лю-
бого ( )d+Î 00 ; xxx  выполняется ( ) e<- Axf . 

Пределы функции слева и справа называется односторонними пределами. 
Очевидно, что если существует ( ) Axf

xx
=

® 0

lim , то существуют и оба одно-

сторонних предела, причем ( ) ( ) Axfxf
xxxx

==
+®-® 00 00

limlim . 

Рис. 8 
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Справедливо и обратное утверждение: если существуют оба односторонних 
предела и они равны, то существует и ( ) ( ) ( )xfxfxf

xxxxxx 0 00 00
limlimlim

+®-®®
== . 

Если же ( ) ( )xfxf
xxxx 00 00

limlim
+®-®

¹ , то ( )xf
xx 0

lim
®

 не существует. 

Понятие предела функции в бесконечно удаленной точке 
Будем говорить, что переменная x стремится к бесконечности, если для 

каждого заранее заданного положительного числа M (оно может быть сколь 
угодно большим) можно указать такое значение х=х0, начиная с которого, все 
последующие значения переменной будут удовлетворять неравенству |x|>M. 

Например, пусть переменная х принимает значения x1= –1,  x2=2,  x3= –3, 
…,  xn=(–1)nn,  … Ясно, что это бесконечно большая переменная величина, так 
как при всех M > 0 все значения переменной, начиная с некоторого, по абсо-
лютной величине будут больше M. 

Переменная величина x → +∞, если при произвольном M > 0 все после-
дующие значения переменной, начиная с некоторого, удовлетворяют неравен-
ству x > M. 
Аналогично, x → – ∞, если при любом M > 0 
x < -M. 

Будем говорить, что функция 
f(x) стремится к пределу b при x → 
∞, если для произвольного малого 
положительного числа ε можно ука-
зать такое положительное число M, 
что для всех значений x, удовлетво-
ряющих неравенству |x|>M, выпол-
няется неравенство |f(x) - b| < ε. 

Обозначают bxf
x

=
¥®

)(lim . 

Пример 8. 
Используя определение, дока-

зать, что 111lim =÷
ø
ö

ç
è
æ +

®¥ хх .  

Нужно доказать, что при произвольном ε будет выполняться неравенство 

e<-÷
ø
ö

ç
è
æ + 111

х , как только |x|>M, причем число М должно определяться выбо-

Рис. 9 

х 

у=1 

у=1+ε 

у=1-ε 
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Рис.10 

ром ε. Записанное неравенство эквивалентно следующему e<
x
1

, которое 

будет выполняться, если |x|>1/ε=M. Это и значит, что 111lim =÷
ø
ö

ç
è
æ +

¥® хх . 

 
Бесконечно большие функции 

Рассмотрим теперь случай, когда функция y=f(x) стремится к бесконечно-
сти при некотором способе изменения аргумента. 

Функция f(x) стремится к бесконечности при x→ a, т.е. является беско-
нечно большой величиной, если для любого числа М, как бы велико оно ни бы-
ло, можно найти такое δ>0, что для всех значений х≠a, удовлетворяющих усло-
вию |x-a| < δ, имеет место неравенство |f(x)| > M. 

Если f(x) стремится к бесконечности при x→a, то пишут 
¥=

®
)(lim xf

аx
 или f(x)→∞ при x→a. 

Если f(x) стремится к бесконечности при x→a и при этом принимает 
только положительные или только отрицательные значения, соответственно 
пишут +¥=

®
)(lim xf

аx
или -¥=

®
)(lim xf

аx
. 

 
Пример 9. 

1. ¥=÷
ø
ö

ç
è
æ

® хх

1lim
0 .  

2.  +¥=
¥®

x
х

lnlim ,  

-¥=
®

x
х

lnlim
0  (см. рис.10).  

             

3. +¥=
¥®

2

lim x

х
e .  

4. Функция  
x

y 1sin= при x→0 не стремится ни к какому пределу (см. 

рис.11).  
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Рис.11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Ограниченные функции 
Пусть задана функция y=f(x), определенная на некотором множестве D 

значений аргумента. 
Функция y=f(x) называется ограниченной на множестве D, если существу-

ет положительное число М такое, что для всех значений x из рассматриваемого 
множества выполняется неравенство |f(x)|≤ M. Если же такого числа М не су-
ществует, то функция f(x) называется неограниченной на множестве D. 

Пример 10. 
1. Функция xy sin= , определенная при -∞ < x < +∞, является огра-

ниченной, так как при всех значениях x: |sin x|≤1 = M.  
2. Функция y=x2+2 ограничена, например, на отрезке [0, 3], так как 

при всех x из этого отрезка |f(x)|≤ f(3) =11.  
3. Рассмотрим функцию y=lnx при xÎ  (0;1). Эта функция неограни-

ченна на указанном отрезке, так как при x→0, ln x→-∞.  
 
Функция y=f(x) называется ограниченной при x → a, если существует ок-

рестность с центром в точке а, в которой функция ограничена. 
Функция y=f(x) называется ограниченной при x→∞, если найдется такое 

число N>0, что при всех значениях х, удовлетворяющих неравенству |x|>N, 
функция f(x) ограничена. 

Установим связь между ограниченной функцией и функцией, имеющей 
предел. 

Теорема 1. Если bxf
àx

=
®

)(lim и b – конечное число, то функция f(x) огра-

ничена при x→a. 

Теорема 2. Если 0)(lim ¹=
®

bxf
àx

, то функция 
)(

1
xf

y =  ограничена при 

x→a. 
 
 

х

у 

0 

у=sin(1/x) 
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Бесконечно малые функции. Сравнение функций 
Функция f(x) называется бесконечно малой при 0хх ® , если 

0)(lim
0

=
®

хf
xx

. 

Бесконечно малые функции f(x) и g(x) называются сравнимыми, если су-

ществует хотя бы один из пределов )(
)(lim

0 xf
xg

хx® или )(
)(lim

0 xg
xf

хx® . 

Пусть f(x) и g(x) - сравнимые бесконечно малые функции при 0хх ® , и 

пусть, для определенности, существует С
xg
xf

хx
=

® )(
)(lim

0
. Тогда: 

а) если С≠0, то f(x) и g(x) называют бесконечно малыми одного порядка. 
В частности, при С=1 бесконечно малые называют эквивалентными и пишут 
f~g. 

б) если С=0, то f(x) называют бесконечно малой более высокого порядка, 
чем g(x), и пишут f=o(g).Если при этом существует действительное число r>0 

такое, что 0
))((
)(lim

0
¹

® rõx xg
xf

, то f(x) называют беcконечно малой порядка r отно-

сительно g(x). 
Функция f(x) называется бесконечно большой при 0хх ® , если  

¥=
®

)(lim
0

хf
xx

.  

 
1.5. Непрерывность функции. Точки разрыва 

Определение: функция f(x) называется непрерывной в точке x=c, если 
функция определена в самой точке x=c и в  окрестности этой точки и предел 
функции в точке равен значению функции в этой точке, т.е. если 

)()(lim cfхf
сx

=
®

. 
Предел слева равен пределу справа и совпадает со значением функции в 

точке, то есть )()(lim)(lim
00

cfxfxf
cxcx

==
+®-®

. 

Всякая точка, в которой функция непрерывна, называется точкой непре-
рывности функции. 

Функция называется непрерывной на отрезке, если она непрерывна в ка-
ждой точке этого отрезка. 

Свойства функций, непрерывных в точке 
Вычисление предела непрерывной функции в точке можно заменить вы-

числением значения функции в этой точке 
).()(lim afхf

ax
=

®
 

1. Функция f(x), постоянная в окрестности точки с, непрерывна в точке с. 
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2. Сумма, разность, произведение и частное двух непрерывных функций в точ-
ке х=a есть непрерывная функция, если знаменатель частного не обращается в 
нуль. 
3. Основные элементарные функции непрерывны в любой точке области их 
определения. 
4. Непрерывная функция от функции, непрерывной в данной точке, есть функ-
ция непрерывная в этой точке. 

5. Многочлен mm
mm axaxaxa ++++ -

-
1

1
10 ...  и дробь 

nn
nn

mm
mm

bxbxbxb
axaxaxa

++++
++++

-
-

-
-

1
1

10

1
1

10

...

...  

(дробь несократимая) есть непрерывные функции, за исключением тех значе-
ний аргумента, которые обращают знаменатель в нуль. 

 
Точки разрыва 

Если функция f (x) не является непрерывной в точке x = a, то говорят, что 
f (x) имеет разрыв в этой точке.  

Классификация точек разрыва функции  
Все точки разрыва функции разделяются на точки разрыва первого и 

второго рода.  
Говорят, что функция f (x) имеет точку разрыва первого рода при x = a, 

если в этой точке: 
· существуют левосторонний предел )(lim

0
хf

аx -®
и  правосторонний пре-

дел );(lim
0

хf
аx +®

  

· эти односторонние пределы конечны.  
При этом возможны следующие два случая:  
· левосторонний предел и правосторонний предел равны друг другу:  

)(lim
0

хf
аx -®

= )(lim
0

хf
аx +®

. 
Такая точка называется точкой устранимого разрыва.  
· левосторонний предел и правосторонний предел не равны друг другу: 

)(lim
0

хf
аx -®

≠ )(lim
0

хf
аx +®

. 
Такая точка называется точкой конечного разрыва. Модуль разности зна-

чений односторонних пределов )(lim)(lim
00

xfхf
axаx +®-®

-  называется скачком 

функции.  
Функция f (x) имеет точку разрыва второго рода при x = a, если по край-

ней мере один из односторонних пределов не существует или равен бесконеч-
ности. 

Пример 11. 

Найти точки разрыва функции 52
52

)(
+
+

=
x
x

хf , если таковые существуют.  
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Решение: 
Функция определена и непрерывна при всех x, за исключением точки 

2
5

-=х , где существует разрыв. Исследуем точку разрыва:  

1
52

)52(lim
52
52

lim
0

5
20

5
2

-=
+
+-

=
+
+

--®--® x
x

x
x

xx
, если 5

2
-<x ; 

1
52
)52(lim

52
52

lim
0

5
20

5
2

=
+
+

=
+
+

+-®+-® x
x

x
x

xx
, если .

5
2

-³x  

Так как значения односторонних пределов конечны, то, следовательно, в 

точке 5
2

-=x  существует разрыв первого рода. 

Пример 12.   

Найти точки разрыва функции 3
1

)( -= xexf , если таковые существуют.  
Решение:  В точке 30 =x  функция не определена, следовательно имеет разрыв. 

Найдем односторонние пределы: 0lim 0
1

3
1

03
=== ¥--

-

-®
eee x

x
; 

¥=== ¥-

+®
eee x

x
0
1

3
1

03
lim . 

Следовательно, в точке 30 =x  функция имеет разрыв 2-го рода. 
 
Пример 13.  

Определить точки разрыва функции 

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

>-

££--

-<
+

+

=

01

011

1
1
1

)( 2

xприx

xприx

xпри
x
x

xf   

и их тип. 
Решение:  
Точки, «подозрительные» на разрыв, 1-=x  и 0=x , в остальных точках функция 
непрерывна. 
Найдем односторонние пределы: 

1) ( ) ( ) 1
1
1limlim

0101
-=

+
+-

=
--®--® x

xxf
xx

; ( ) 01limlim 2

0101
=-=

+-®+-®
xxf

xx
. Пределы суще-

ствуют, но не равны между собой, следовательно, в точке 1-=x  функция имеет 
разрыв 1-го рода, конечный скачок 101 =-- . 
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2) ( ) 11limlim 2

0000
=-=

-®-®
xxf

xx
; ( ) ( ) 11limlim

0000
=-=

+®+®
xxf

xx
. Пределы сущест-

вуют, равны между собой и равны ( ) 1010 2 =-=y , следовательно, в точке 
0=x  функция непрерывна. 

 
 

1.6. Приемы раскрытия неопределенностей при вычислении пределов 
функций 

 
Если числитель и знаменатель дроби одновременно стремятся к нулю или 

бесконечности, т.е. имеют место неопределенности ÷
ø
ö

ç
è
æ

0
0  или ÷

ø
ö

ç
è
æ

¥
¥ , то для оты-

скания предела необходимы дополнительные преобразования или специальные 
рассмотрения. Приведем примеры. 

 
1. Преобразование алгебраических и тригонометрических выражений: 
Пример 14. Найти пределы  функций 

a) 2
4lim

2

2 -
-

® x
x

x
;              б) ;

23
45lim 2

2

1 --
--

® хх
хx

x    
в) x

xx
x 2cos

cossinlim
4

-
®

p . 
Решение:  

а) 
( )( ) ( ) .4222

2
lim

0
0

2
22

2
lim

2
42

2
lim =+=+

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-
+-

®
=

-
-

®
x

xx
xx

xx
x

x  
 

б) 
.9

12
45

2
45

1
lim

)2)(1(

)
5
4)(1(5

1
lim

0
0

223

425
1

lim =÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

=
-
+

®
=

---

+-

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

--

--

® x
x

xхx

хx

xхх

хx
x  

 

в)
=

-

-
p

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-
p

® )2sin2(cos

)cos(sin

4

lim
0
0

2cos
cossin

4

lim
xx

xx

x
x

xx

x  

.
2

1
)sin(cos

1

4

lim
)sin)(cossin(cos

)sin(cos

4

lim -=
+

-
p

®
=

+-
--

p
®

=
xx

x
xxxx

xx

x  

2.  Деление на высшую степень переменной (при раскрытии неопределенно-

сти ).при, ¥®÷
ø
ö

ç
è
æ

¥
¥ х
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Пример 15. Вычислить предел 

.
432
32lim 2

2

++
++

¥® хx
хx

x  
Решение:  

2
1

002
001

432

321
lim

432
32lim

2

2

2

2

=÷
ø
ö

ç
è
æ

++
++

=
++

++
=÷

ø
ö

ç
è
æ

¥
¥

=
++
++

¥®¥®

хх

хх
хx
хx

xx . 

3. Избавиться от иррациональности можно путем домножения числителя и 
знаменателя на сопряженное выражение 
Пример 16. Найти пределы  

а) x
x

x

24lim
0

-+
®

;                б) 
xx

xx
x 630

6lim
2

6 -+
-

®
. 

Решение:  

а)
( )( )

( ) ( ) ( ) =
++

=
++

-+
=

++
++-+

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-+
®®®® 24

lim
24

44lim
24

2424lim
0
024lim

0000 xx
x

xx
x

xx
xx

x
x

xxxx

4
1

22
1

24
1

24
1lim

0
=

+
=

+
=

++
=

® xx . 

б)
( ) ( ) ( )( )

=
-

++-
=

-+
++×-

=
-+

-
®®® x

xxxx
xx

xxxx
xx

xx
xxx 530

6306lim
630

6306lim
630

6lim
6

2

6

2

6
 

( )( )
( ) ( )[ ] ( )[ ]

5
5496

5
1636lim

5
1630lim

5
1

65
6306lim

666
=××=+×=++=

-
++-

=
®®® xxx

xxx
x

xxxx
. 

4. Замена переменной. 
Пример 17. 

Найти предел 
1
1lim

3

1 -

-
® x

х
x . 

Решение: 

=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

®®
=

==
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-
-

®
1,1

,23
3,6

0
0

1
13

1
lim

кхпри
кх

кхкх

x
х

x

.
3
2

12
1

1
lim

)12)(1(

)1)(1(
1

lim
13
12

1
lim =

++

+

®
=

++-

+-

®
=

-

-

®
=

кк

к
кккк

кк
кк

к
к

5. 

5.   Применение  первого замечательного предела .1
0
0sin

0
lim =÷

ø
ö

ç
è
æ=

® x
x

x
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Пример 18. 
С помощью первого замечательного предела вычислить  

а) x
x

x 2
3sinlim

0®
;      б) x

xtg
x 0
lim

®
. 

Решение: 

а) .
2
31

2
3

3
3sin

0
lim3

2
1

0
0

2
3sin

0
lim =×=

®
××=÷

ø
ö

ç
è
æ=

® x
x

xx
x

x
. 

б) 1
1
11

cos
0

lim

1
0

lim
sin

0
lim

cos
1sin

0
lim

0
0

0
lim =×=

®

®×
®

=×
®

÷
ø
ö

ç
è
æ=

® x
x

x
x

x
xxx

x
xx

xtg
x

,  т.е. 

1lim
0

=
® x

xtg
x

. 
 
Пример 19.  
Найти пределы 

а) xtgx
x

x 22
4cos1lim

0 ×
-

®
;     б) ctgxx

x 0
lim

®
.    

Решение: 

а)
( )

=
×

×

®
=

×®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

×
-

® xtgx

xx
xxtgx

x
xxtgx

x
x 222

222sin
0

lim2
22
22sin2

0
lim

0
0

22
4cos1

0
lim  

.2112
2

2
0

lim
2

2
2sin

0
lim2 =××=

®
×÷

ø
ö

ç
è
æ

®
=

xtg
x

xx
x

x
 

б) ( ) 111
1

0
lim

0
0

0
lim0

0
lim =-=

-
÷
ø
ö

ç
è
æ

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

®
=¥×=

® x
tgx

xtgx
x

x
ctgxx

x
. 

6.  Применение второго замечательного предела 

                              e
x

xx
=÷

ø
öç

è
æ ¥=÷

ø
ö

ç
è
æ +

¥®
111lim  ( ...7182818284,2=e );   

( ) e=÷
ø
öç

è
æ ¥=a+

®a

a
11

0
lim

1

.   

В приложениях анализа большую роль играет показательная функция с 
основанием e . Функция xey =  называется экспоненциальной, употребляется 
обозначение ( )xe x exp= . 
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Пример 20.  
Найти пределы 
 

а) 
x

x x
x

÷
ø
ö

ç
è
æ

+¥® 12
2lim ;            б) 4

2

4
)5(lim -

-

®
- x

x
x . 

Решение: 

а) ( ) 2
12

1
2

2
11lim

2
11lim1

12
2lim

-
-

¥®

-

¥®

¥

¥®
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +=÷

ø
ö

ç
è
æ +===÷

ø
ö

ç
è
æ

+
e

xxx
x x

x

x

x

x

x
; 

 

б) ( ) ( ) =--=ú
û

ù
ê
ë

é
+=
=-

===- -

®

¥-
-

®
t

t
x

x
t

tx
tx

x
2

0
4

2

4
45lim

4
4

1)5(lim  

( ) ( )( ) .1lim1lim 2
21

0

2

0
ett t

t
t

t
=úû

ù
êë
é -+=-= -

®

-

®
 

 
Пример 21. 
 
Найти пределы 

 а) 
x

x x
÷
ø
ö

ç
è
æ +

¥®

31lim ;                       б) 
( )
x

xa

x

+
®

1loglim
0

. 

 
Решение  
а) Положим tx 3= . Тогда при ¥®x , ¥®t . Следовательно, 

3

33 11lim11lim31lim e
ttx

t

t

t

t

x

x
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ +=÷

ø
ö

ç
è
æ +=÷

ø
ö

ç
è
æ +

¥®¥®¥®
. 

 

б) Преобразуем: ( ) ( ) ( ) exxx
x ax

xaxaxax
log1limlog1loglim1log1lim

1

0

1

00
=÷

ø
ö

ç
è
æ +=+=úû

ù
êë
é +×

®®®
. 

В частности, ( ) 1lnlog1lnlim
0

===+
®

ee
x

x
ex

, т.е. 
( ) 11lnlim

0
=

+
® x

x
x

. 

Мы рассмотрели некоторые, на наш взгляд, наиболее часто используемые 
приемы раскрытия неопределенностей. Более подробно раскрытие неопреде-
ленностей можно найти, например, в [7]. 

 
Задания для самостоятельного решения: 

1. Написать первые пять членов последовательности: 

          а) 
n

х n
n

1)1(1 -+= ;             б) ))1(1( n
n nх --= ; 
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         в) 
)32(
)53(

-
+

=
n
nхn ;             г) .

2
3arcsin)1( nх n

n p+-=  

2. Написать форму общего члена последовательности: 
а) ,...

5
1,

4
1,

3
1,

2
1

--   б) ,...2,0,2,0  

в) ,...
7
8,

5
6,

3
4,2    г) ...,0,7,0,5,0,3,0,1 --  

д) ,...
9

11,
7
9,

5
7,

3
5,3 ---  е) ,...0,

2
2,1,

2
2,0,

2
2,1,

2
2,0 ---  

3.  Найдите наибольший (наименьший) ограниченный сверху(снизу) член 
последовательности .)( Nnnх Î  

а) 56 2 --= nnхn ;           б) 2410 2 --= nn
n ех ;                   в) 

n
nхn +

=
9

; 

г) 14103 2 --= nnхn ;   д) 2

5122
n

nхn += ;    е) .
2

2

nn
nх -=  

4. Вычислить пределы последовательностей 

а) n
n

n 3
1lim -

¥®
;     б) n

n
n 97

15lim
-

+
¥®

; 

в) 3

2

2
)1(lim

n
n

n

+
¥®

;             г) 2

2

652
173lim

nn
nn

n --
+-

¥®
; 

д) )2(lim nn
n

-+
¥®

;   е) )21(lim 3323 --+
¥®

nnn
n

; 

ж) nn

nn

n 32
32lim

-
+

¥®
;    з) ÷

ø
ö

ç
è
æ -

+++
¥® 222

121lim
n

n
nnn

K . 

5. Установить, какие из заданных последовательностей являются бесконечно 
большими: 

а) n
nх 2= ;   б) 

 
;    в) 2),lg(lg ³= nnхn . 

6. Найти все предельные точки последовательности: 

а) n

n

nх
)1(2
)1(2

--
-+

= ;   б) 4
cos nхn

p
= ;   в) 2

)1(arcsin
n

nх -
= . 

7. Вычислить пределы следующих рациональных функций: 

а) 153
2lim 2

2

0 +-
-

® xx
x

x ;    б) 3
3lim 2

2

3 -
+

® x
x

x ;    в) 1
2lim 24

2

2 ++
-

® xx
x

x
; 

г) ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-±® 302 8
3

2
1lim

xxx ; д) xx
хx

x -
+-

® 3

2

1

12lim ;  е) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-
-¥® 1212

lim
2

2

3

х
х

х
х

x . 
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8. Вычислить пределы, содержащие иррациональные выражения введением но-
вой переменной или переводом иррациональности из знаменателя в числитель 
или наоборот: 

а) 35
13lim
хx

x
x +

+
¥® ;   б) 10

31lim
10 -

--
® х

х
x ;  в) 

1
11lim

21 -

--+
® х

хх
x ; 

г) 330 22
22lim

хх
хх

x --+
--+

® ; д) ( )хах
x

--
+¥®

lim ; е) ( )ххх
x

2474lim 2 -+-
¥®

. 

9. Используя замечательные пределы, вычислить: 

а) xtg
x

x 3
7sinlim

p® ; б) )(lim
0

xctgx
x

p×
®

;   в) 20

2cos1lim
x

x
x

-
®

;    г) ÷
ø
ö

ç
è
æ -

®
ctgx

xx sin
1lim

0 ; 

д) 
12

2
3lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ х

x х
х

;   е) 

2

5
5lim 2

2 х

x х
х

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
+

¥® ;   ж) )1(lim
1

-
¥®

х
x

ах ;    з) 20

coslnlim
x

x
x®

. 

10. Найти односторонние пределы: 

а) 202 4
2lim

x
x

x -
+

±®
;      б) х

x
х

1

0
)2(lim +

±®
;  

в) х
x

-

±®

2
1

02
7lim ;     г) 1cos

lim
2

02 -±® x
х

x p
. 

11. Определить порядок малости f(x) относительно g(x)=х при :0хх ®  

а) x
xxf

-
=

1
3)(

3

;   б) xtgxxf sin)( -= ;        в) x
xxf cos1)( -

= . 

12.Найти точки разрыва функции, исследовать их характер: 

а) )1(
1)( 2 -

=
хx

xf ;     б) 53
53

)(
-
-

=
x
х

xf ;  

в) x
х

xf sin1)( = ;    г) 
243)( x

x

xf -= ; 

д) 2
cos1)(
x

xxf -
= ;     е) 

ï
î

ï
í

ì

=
£<-
<£-

=
.1,1

,41,1
,11,2

)(
x

xx
x

xf

x

 

ж)
ï
î

ï
í

ì

££-
<<-
££

=
.45,2,72
,5,21,24

,10,2
)(

xx
xx
xx

xf     з)
ï
ï

î

ï
ï

í

ì

£<-

=
<£-

=

.4,
16

,4,1
,42,cos

)(
2

2 ppp
p

pp

xx

x
xx

xf
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 Ответы:  

1.а) K,
5
4,

4
5,

3
2,

2
3,0  б) K,10,0,6,0,2  

в) K,
7
20,

5
17,

3
14,11,8-  г) K,

3
14,

3
13,

3
8,

3
7,

3
2 pppp  

2. а) 
)1(

)1(
+

-
=

n
х

n

n ; б) n
nх )1(1 -+= ; в) 

)12(
)2(

-
=

n
nхn ;  

    г) 
2

)1(cos -
=

nnхn
p ;  д) 

)12(
)12()1(

-
+

-=
n
nх n

n ; е) 
4

)1(sin p-
=

nхn . 

 
3. а) Наибольший член 43 =х ; б) Наибольший член eх =5 ;  

    в) Наибольший член 
6
1

9 =х ; г) Наименьший член 222 -=х ; 

    д) Наименьший член 248 =х ; е) Наименьший член 
8
9

3 -=х . 

 
4. а) 

3
1 ; б) 

9
5

- ; в) 0; г) 
2
1

- ; д) 0; е) 
2
3 ; ж) -1; з) 

2
1 . 

5. а) Является; б) Не является; в) Является. 

6. а) 
3
1 ; 3; б) K,1,

2
2,1,

2
2,0 -

- в) 
6

,
6

pp
- . 

7. а) -2; б) 2; в) 0; г) ¥± ; д)0; е) 
4
1 . 

8. а) 
5
3 ; б) 

6
1 ; в) 

2
2 ; г) 

2
236

; д)0; е) 
4
7

- . 

9. а) 
3
7 ; б) 

p
1 ; в)2; г) 0; д) 10е ; е) 10е ; ж) aln ; з) 

2
1

- . 

10. а) +¥¥- , ; б) +¥,0 ; в) +¥,0 ; г)-2,-2. 

11. а) 
2
3 ; б) 3; в) 1. 

12. а) х1 = 0, х2 = 1- точки разрыва второго рода; б) х=
3
5 - точка разрыва первого 

рода; в) х = 0 - точка устранимого разрыва, f(0)=1; г) х1=2, х2 = -2 - точки разры-
ва второго рода. д) х = 0-точка устранимого разрыва; f(0)= 

2
1 ; е) х =1- точка 

разрыва первого рода; ж) х = 2,5- точка разрыва первого рода; з) х =
4
p  - точка 

разрыва первого рода. 
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2. Производная функции 
2.1. Определение производной 

Определение. Производной функции y=f(x) в точке x называется предел отно-
шения приращения функции к приращению аргумента при произвольном 
стремлении этого приращения к нулю: 
 

'y  =
x

xfxxf
x D

-D+
®D

)()(lim
0

. 

 

Îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé:  f ¢(x), 
dx
df

.  

Значение производной функции в точке х0 обозначается обычно f ¢(x0) или  

0
' xxy = . 

Замечание. Значение производной f¢(x0) находится так: сначала определяется 
производная f¢(x), а потом в выражение для f¢(x) подставляется  данное значение 
x0. 
Функция ( )xfy = , имеющая производную в каждой точке интервала ( )ba; , назы-

вается дифференцируемой в этом интервале; операция нахождения производ-

ной функции называется дифференцированием. 

Функция, дифференцируемая в точке, обязательно и непрерывна в этой точке.  
Физический (механический) смысл производной: мгновенная скорость изме-
нения функции f (x) в точке x. 
Если функция ( )xfy =  описывает какой-либо физический процесс, то произ-
водная y ¢  есть скорость протекания этого процесса. 
Примеры. 

1. Скорость прямолинейного движения есть производная от пути S=S(t) по 
времени  t: )(' tS .  

2. Линейная плотность есть производная от функции массы m=m (l) по 
длине l: )(' lm . 
Понятие производной – фундаментальное понятие математического анализа. 
Один из основателей анализа – И. Ньютон (1642-1727, английский математик, 
физик, астроном) пришел к понятию производной, как к скорости движения. 

2.2. Геометрический смысл производной 
 
Определение. Касательной М0Т к линии АВ в ее точке М0 называется предель-
ное положение секущей, проходящей через точку М0 и другую точку М линии 
при неограниченном приближении точки М к точке М0 ( 0MM ® ). 
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Предельное положение прямой линии определяется тем, что  
ÐТМ0М стремится к нулю вместе с хордой  М0М. 
 
Теорема. Если значение производной от функции y= f(x) при х=х0 равно  

00 xx'y)x('f == , то прямая, проведенная через точку  

М0(х0,y0) с угловым коэффициентом, равным ( )0xf ¢ , является касательной к 
графику функции в точке М0. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12. Геометрический смысл производной 
 

Геометрический смысл производной: производная ( )0xf ¢  в точке x0 равна угло-
вому коэффициенту касательной к графику функции ( )xfy =  в точке, абсцисса 
которой равна x0. 
 
Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê ëèíèè 

Пусть y  =  f(x) есть уравнение линии в системе координат ХОY плоскости. 
Тогда уравнение касательной к линии в точке M0(x0,y0) определится как уравне-
ние прямой, проходящей через точку M0(x0,y0) с угловым коэффициентом, рав-
ным f¢(x0): 

))((')( 000 xxxfxfy -+= . 
Уравнение нормали определится как уравнение прямой, проходящей через 

точку M0(x0,y0) перпендикулярно касательной: 

)(
)('

1)( 0
0

0 xx
xf

xfy --= . 

 
 

y0+Dy 

a y0 

x 

y 

x0+Dx x0 

T 

M0 

M 

R 

a 
Dx 

Dy 

A 

B 
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2.3. Вычисление производной 
Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî îïðåäåëåíèþ, ò.å. íåïîñðåäñòâåííîå 

îòûñêàíèå ïðåäåëà î÷åíü ÷àñòî ãðîìîçäêî è òðóäíî. Ïîýòîìó íàäî çíàòü 
ïðîèçâîäíûå âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, à òàêæå ïðàâèëà, 
ïî êîòîðûì ñëåäóåò äèôôåðåíöèðîâàòü áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè. Òîãäà 
ìîæíî íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íå âûïîë-
íÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. 

Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû â òàáë.1. 
 

Òàáëèöà 1 
Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé 

Правила дифференцирования 
Будем предполагать, что слагаемые, сомножители, делимое, делитель не-

прерывны и имеют производные при рассматриваемых значениях независимой 
переменной. Тогда справедливы следующие правила дифференцирования. 
1. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé ðàâíà ñóììå ïðîèçâîä-
íûõ ñëàãàåìûõ 

)(')(')('))'()()(( xgxxfxgxxf -j+=-j+ . 
Пример 22. Найти производную функции 

32 23 -+= xxy . 
Решение: 

 
x

xxxy 13)'3()'(ln)'(' 23 +=-+= . 

1. constAA == ,0)'( ; 

2. 1)'( -= nn nxx ; 
3. 1)'( =x ; 

4. 
x

x
2

1)( = ; 

5. xx cos)'(sin = ; 
6. xx sin)'(cos -= ; 

7. 
x

x 2cos
1)'tg( = ; 

8. 
x

x 2sin
1)'ctg( -= ; 

9. aaa xx ln)'( = ; 

10. xx ee =)'( ; 
 

12. 
ax

xa ln
1)'(log = ; 

11. 
x

x 1)'(ln = ; 

13. 
21

1)'(arcsin
x

x
-

= ; 

14. 
21

1)'(arccos
x

x
-

-= ; 

15. 
21

1)'arctg(
x

x
+

= ; 

16. 
21

1)'arcctg(
x

x
+

-= . 
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2. Производная произведения двух функций равна сумме произведений произ-
водной первой функции на вторую и производной второй на первую, то есть 
если y=u·v, то 

'')'(' vuvuvuy ×+×=×= . 
Следствие. Пусть один из сомножителей, например v, есть постоянная величи-
на (v=C=const). Тогда  

''')'(' uCuCuCuCy ×=×+×=×= , 
 òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ C¢= 0. 
Пример 23. Найти производную функции 

xxy sin2 ×= . 
 
Решение:  

=×+×=×= )'(sinsin)'()'sin(' 222 xxxxxxy xxxx cos2sin2 ×+× . 
 
Пример 24. Найти производную функции 

xy sin3×= . 
Решение:  

xxxy cos3)'(sin3)'sin3(' ×=×=×= . 
 
3. Производная частного двух функций равна дроби, знаменатель которой ра-
вен квадрату делителя, а числитель – разности между произведением производ-
ной делимого на делитель и произведением делимого на производную делите-

ля, то есть, если 
v
uy = , то 

2
'''

v
vuvuy ×-×

= , 0¹v . 

Пример 25. Найти производную функции y = x-n, где n – целое, положительное 
число. 
Решение: Данную функцию можно записать в виде 

nx
y 1

= . 

Тогда  

2)(
)'(1)'1(' n

nn

x
xxy ×-×

= = nx

nxnx
2

)'(110 ×--× = 

= nxnnx 21 -×-- = 12 -+-- nnnx = 1--- nnx = 1+- nx
n , 

 
что подтверждает правило дифференцирования степенной функции для целого 
отрицательного показателя. 
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Пример 26. Найти производную функции 

x
xy sin

= . 

Решение: 
   

 2
)'(sin)'(sin'

x
xxxxy -

= = 2
sincos

x
xxx - . 

 
4. Производная сложной функции равна производной заданной функции по 
промежуточному аргументу, умноженной на производную этого аргумента по 
независимой переменной, то есть, если y = f(u),  u = u(x), то  

)(')('))'(((' xuufxufy == . 
 

Пример 27. Найти производную функции 
)6sin( xy = . 

Решение: 
)6cos(6)'6()6cos(' xxxy == . 

 
Пример 28. Найти производную функции 

8)57 2
5
3( +-= x

x
y . 

Решение: 

=----+--= )7
5

7
26)5(3(7)57

2
53(8' xxxxy  

)
7 57

2
6

15(7)57 2
5
3(8

xx
x

x
-+--= . 

5. Производная обратной функции. 

Пусть ( )xfy =  и ( )yx j=  – взаимно обратные функции. 

Теорема. Если функция ( )xfy =  строго монотонна на интервале ( )ba;  и имеет 

не равную нулю производную ( )xf ¢  в произвольной точке этого интервала, то  

обратная ей функция ( )yx j=  также имеет производную ( )yj¢  в соответствую-

щей точке, определяемую равенством ( ) ( )xf
y

¢
=j¢ 1  или 

x
y y

x
¢

=¢ 1 . 

Таким образом, производная обратной функции равна обратной величине про-

изводной данной функции: 
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y
x x

y
¢

=¢ 1 . 

Формула  для  производной  сложной  функции  часто  используется для вычис-
ления производной от выражения «функция в степени функция»: 

 
=== )'(x)(x)ln((x)(x)ln)'(x)(x)ln()'(x))(( fgfgefgegxf  

)
)(
)(')((x)(x)ln'((x)(x)ln

xf
xfxgfge fg += . 

Замечание. Предыдущие выкладки можно несколько сократить, если про-
логарифмировать исходную функцию, а производную взять после этого (лога-
рифмическое дифференцирование). Логарифмическое дифференцирование 
применяется для нахождения производных показательно-степенных и других 
функций. 
Пример 29.  Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 

xxy = . 
Решение: 
Ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî xxy = ïî îñíîâàíèþ e 

;lnln xxy =  
xxy lnln = . 

Логарифмическая производная от обеих частей равна 

( ) ;lnln)(' ¢+¢= xxxx
y
xy

 

;1ln1
x

xx
y
y

+×=
¢

 

( );1ln +=¢ xyy  

( ).1ln +=¢ xxy x  

6. Производные неявных функций. 
Пусть y задается уравнением F(x,y)=0 , связывающим независимую пере-

менную х с функцией y, не разрешенным относительно y (неявно заданная 
функция). Тогда производную от этой функции можно найти, дифференцируя 
по х обе части уравнения, с учетом того, что y есть функция от х, определяемая 
этим уравнением. 
Пример 30. Найти производную функции y(x), которая является решением 
уравнения 

52 =++ xye yx . 
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Решение:  
Взяв производные от обеих частей уравнения, получим  

0')'21(2 =++++ xyyye yx . 
Выразим теперь  y′  из этого соотношения: 

,)2( 2yx2yx eyxey ++ --=+¢  

.
2 xe

yey 2yx

2yx

+
-=¢

+

+
 

7. Производная параметрически заданной функции. 
Если функция у = y(x) задана системой уравнений  

î
í
ì

=
=

)(
),(
tyy
txx

 

(параметрическое задание функции), то производная функции  y(x) ïî x  рав-
на 

.
)('
)(')(

tx
tyxy =¢  

Пример 31.  Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x), êîòîðàÿ çàäàíà ïàðàìåò-
ðè÷åñêè  
 

ïî

ï
í
ì

=

=

.1
,ln

t
y

tx
 

Решение: 

t
xt

1
=¢ ;  2

1
t

yt -=¢    =>   
t

t
t

yx
11

2 -=×-=¢ . 

2.4. Производные высших порядков 

Производная ( )xfy ¢=¢  функции ( )xfy =  есть также функция от x  и называется 

производной первого порядка. Другое обозначение производной 
dx
df

. 

Если функция ( )xf ¢  дифференцируема, то ее производная называется производ-

ной второго порядка и обозначается y ¢¢ . Итак, ( ) 2

2

dx
fdyy =¢¢=¢¢ . 

Производной n -го порядка (или n-й производной) называется производная от 

производной ( )1-n  порядка: 

( ) ( )( ) n

n
nn

dx
fdyy =

¢
= -1 . 
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Производные порядка выше первого называются производными высших поряд-

ков. 

Некоторые основные производные высших порядков: 

1. ( )( ) ( )( ) ( )( ) mnmn xmnnnnx -----= 1...21   ( ( )( )
!nx

nn = ); 

2. ( )( )
÷
ø
ö

ç
è
æ p

×+=
2

sinsin nxx n ; 3. ( )( )
÷
ø
ö

ç
è
æ p

×+=
2

coscos nxx n ; 

4. ( )( ) ( )nxnx aaa ln×= ;        5. ( )( ) xnx ee = ; 5а. ( )( ) kxnnkx eke = . 

Функция f ²(x) в точке x определяет скорость изменения f ¢(x), то есть f ²(x) – 
ускорение изменения функции f(x) при данном х. Например, вторая производ-
ная от пути S(t) по времени t есть величина ускорения прямолинейного движе-
нии точки, т.е atS =¢¢ )( .  
 
Пример 32.  Íàéòè ïðîèçâîäíóþ 3-го порядка ôóíêöèè: 

xеху х sin)( ×= - . 

Решение: 

( )xxexexey xxx sincoscossin -=×+×-=¢ --- ; 

( ) xexxxxey xx cos2cossinsincos ×-=--+-=¢¢ -- ; 

( )xxexexey xxx sincos2sin2cos2 +=×+×=¢¢¢ --- . 

 
 

2.5. Дифференциал функции 
Дифференциал функции есть главная часть приращения функции 

( )xxyy Da+D=D ' , 
линейно зависящая от приращения  xD =dx  независимого аргумента. 
Здесь ( ) 0®Da x при 0®Dx . 
Дифференциал dy функции равен произведению ее производной и дифферен-
циала независимой переменной 

dy = 'y dx = )(' xf dx, 
ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî    

dx
dyy =' . 

Приращение функции приближенно равно ее дифференциалу 
dyy »D . 
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Òî÷íåå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îòëè÷àåòñÿ îò ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íà 
áåñêîíå÷íî ìàëóþ ( )xDa âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ xD . 

Дифференциалы основных элементарных функций 
Так как дифференциал функции получается умножением ее производной  на 
дифференциал независимой переменной, то, зная производные основных эле-
ментарных функций, можно найти  дифференциалы этих функций. 
 
Пример 33.  Найти дифференциал функции   

y = xn. 
Решение: 

dxnxdxxdy nn 1  )'( -== . 

 

Пример 34.  Найти дифференциал функции   
xy ln= . 

Решение: 
dx

x
dxxdy 1  )'(ln == . 

 

 
Свойства дифференциала 

а) ( ) dwdvduwvud +++=¢+++ KK ; 
б) ( ) udvvduuvd += , 
в частности, d(cu) = cdu; 

в) .2v
udvvdu

v
ud -

=÷
ø
ö

ç
è
æ  

 
 

Дифференциал сложной функции. Свойство инвариантности 
Пусть y=f(u), u=j(x) – непрерывные функции, имеющие производные f¢(u) и 
j¢(x). 
Так как y¢(x)= f¢(u)j¢(x), то 

( ) ( ) ( ) .duuf

du

dxxufdy ¢=j¢¢=
43421

 

Как видим, дифференциал dy имеет такой же вид, как если бы аргумент и был 
независимой переменной. 
Таким образом, выражение для дифференциала функции y = f(и) сохраняет свой 
вид независимо от того, является ли ее аргумент и независимой переменной или 
функцией от независимой переменной. 
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Пример 35.  Найти дифференциал функции   
2ln xy = . 

Решение: 
dx

x
xdx

x
dxxdy 221  )'(ln 2

2 === . 

 
3. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâà-

íèþ ôóíêöèé  
3.1.Правило Лопиталя 

Предварительно приведем без доказательства несколько теорем.  
Теорема Ферма. Если y = f(x), непрерывная в интервале [х1, х2], принимает свое 
наибольшее (или наименьшее) значение во внутренней точке x этого интервала 
(х1<x<х2), то есть, если в точке x существует функция f(x), то обязательно про-
изводная ( ) 0=x¢f  или не существует. 
 

Геометрический смысл теоремы Ферма 

 

 

 

 

 

 

Рис. 13 
 
Касательная к графику функции в его самой высшей (самой низшей) точке па-
раллельна оси абсцисс или не существует. 
Теорема Ролля. Если функция y = f(x) непрерывна в замкнутом интервале 
 [х1, х2], дифференцируема во всех его внутренних точках, имеет на концах ин-
тервала равные значения, то в интервале [х1, х2] существует хотя бы одно зна-
чение х = x, для которого ( ) 0=x¢f . 
Геометрический смысл теоремы Ролля: На линии y = f(x), где f(x) удовлетворя-
ет условиям теоремы Ролля, найдется точка, в которой касательная параллельна 
оси абсцисс. 
 

x 

y 

x1 x2 x 

М 
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Теорема Лагранжа (о конечных приращениях). Если функция f(x) непрерыв-
на в замкнутом интервале [х1,х2], дифференцируема во всех его внутренних 
точках, то в этом интервале существует хотя бы одно значение х = x, для кото-
рого  

( ) ( ) ( ).
12

12 x¢=
-
- f

xx
xfxf  

Геометрический смысл теоремы Лагранжа. 
Если во всех точках дуги АВ существует касательная, то на этой дуге найдется 
точка С между А и В, в которой касательная параллельна хорде АВ 

( ) ( ) ( ).tg
12

12 x¢=a=
-
- f

xx
xfxf  

 

 

 

 

 

Рис. 15 

Так как по теореме Лагранжа ( ) ( ) ( )( )1212 xxfxfxf -x¢=-  (формула Лагранжа), 
то приращение функции на интервале равно произведению производной в не-
которой промежуточной точке интервала на приращение независимой пере-
менной. 

x 

y 

x1 x2 x 

М 

f(x1)= f(x2) 

a 

x 

y 

x1 x2 x 

C 

f(x2)–f(x1) 

a a 

A 

B 

x2–x1 

Рис. 14 
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Теорема Лопиталя (раскрытие неопределенностей вида 
¥
¥,

0
0 ). Пусть функ-

ции f(x) и ( )xj  совместно стремятся к нулю или к ¥  при  0xx ® . Если отно-
шение их производных имеет предел, то отношение самих функций также име-
ет предел, равный пределу отношения производных, т.е. 

( )
( )

( )
( ) .limlim

00 x
xf

x
xf

xxxx j¢
¢

=
j ®®

 

Пример 15. Найти предел 
x

x
x

3sinlim
2

0®
. 

Решение: 

 Применяя правило Лопиталя, получаем: 

0036sinlim3
1

33cos3sin2lim
)'(

)'3(sinlim
0
03sinlim

00

2

0

2

0
=×=×=

××
==÷

ø
ö

ç
è
æ=

®®®®
xxx

x
x

x
x

xxxx
. 

Пример 16. Найти предел 
x

e x

x

2

0
lim
®

. 

Решение: 

Применяя правило Лопиталя, получаем: 

.
1

2lim
)'(
)'(limlim

2

0

2

0

2

0
¥===÷

ø
ö

ç
è
æ

¥
¥

=
®®®

x

x

x

x

x

x

e
x

e
x

e  

Неопределенности ¥×0 , ¥-¥ , ¥1  и 01 сводятся к неопределенностям 
0
0 и 

¥
¥ путем алгебраических преобразований. 

Пример 36. Найти предел xx
x

lnlim
0®

. 

Решение: 

Применяя правило Лопиталя, получаем: 
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( ) .0limlim
)'1(

)'1(
lim

)'1(

)'(lnlim1
lnlim0lnlim

0

2

0
2

0000
=-=-=

-
==÷

ø
ö

ç
è
æ

¥
¥

==¥×=
®®®®®®

x
x

x

x

x

x

x

x

xxx
xxxxxx

 

3.2. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке 

  Если функция   y = f(x) непрерывна на отрезке  [a, b], то она достигает на 

нем своего наибольшего значения  

)(max
],[

xfM
ba

=  

и наименьшего значения   

)(min
],[

xfm
ba

= . 

 Критическими  точками  непрерывной  на  отрезке   [a, b]   функции называ-

ются  такие  значения  переменной x Î (a, b),  которые удовлетворяют уравне-

нию  =)x('f 0),  а  также такие значения переменной  x Î (a, b),  в которых 

производная функции   y = f(x) не существует. 

 

Для  нахождения  наибольшего  и  наименьшего  значений  функции  

 y = f(x) на  отрезке   [a, b]  достаточно  найти ее критические  точки x1,  x2, …, 

принадлежащие этому отрезку, и  определить  M  и  m,  сравнивая  значения 

функции в концах отрезка f(a), f(b)  и в критических точках внутри отрезка f(x1),  

f(x2),… 

 

Пример 37. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  

33 xx)x(f -=  на отрезке úû
ù

êë
é- 8;

8
1 . 

Решение:  
Для того чтобы вычислить критические точки, вычислим производную функ-
ции  

3 2

11
x

)x('f -= . 
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Решая уравнение =)x('f 0, получим 

=)x('f 0    Þ     011
3 2

=-
x

   Þ    13 2 =x   Þ    ÷
ø
ö

ç
è
æ -Î= 8;

8
11x . 

Заметим также, что производная функции не существует в точке x = 0. 

Таким образом, у функции на данном отрезке имеются две критические точки 

x1 = 0 и x2 = 0. 

Сравним значения, которые принимает функция в этих точках, а также значе-

ния на концах отрезка 

00 =)(f ;      21 -=)(f ;      
8
11

8
1

=- )(f ;      28 =)(f . 

Следовательно,  

)(max
8];

8
1[

xfM
-

= = 28 =)(f ; 

==
-

)(min
8];

8
1

[
xfm 21 -=)(f . 

 

3.3. Поведение функции в интервале 

Необходимый признак монотонности 
Теорема. 
1) Если функция f(x) в интервале возрастает, то ее производная )(x'f  ³ 0. 
2) Если f(x) в интервале убывает, то )(x'f  £ 0. 
3) Если f(x) в интервале не изменяется (f(x)=const), то )(x'f  º 0. 

 
 
 

Геометрический смысл теоремы 
Если точка М(х,у) при движении по графику функции слева направо подни-

мается, то касательная к графику образует острый угол (tga>0); если М(х,у) 
опускается, то касательная образует тупой угол (tga<0). 

В интервале монотонности знак производной не может измениться на про-
тивоположный. 
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Рис. 16 
 

Достаточный признак монотонности 
Если 
1) )(x'f  > 0 всюду в интервале, то f(x) в этом интервале возрастает; 
2) )(x'f   < 0 всюду в интервале, то f(x) в этом интервале убывает; 
3) )(x'f  = 0 всюду в интервале, то f(x) = const в этом интервале. 
Те значения х, при которых производные обращаются в нуль, называются 

стационарными точками функции. 
Пример 38. Функция f(x) = x3 возрастает на всей числовой прямой, т.к. ее про-
изводная 02)(' 2 ³= xxf  для всех Rx Î . 
 

3.4. Экстремумы функции 
Особую роль в исследовании функций играют те точки, которые отделяют 

интервалы возрастания и убывания (интервалы монотонности). В этих точках 
функция меняет характер своего изменения. 

Определение. Точка х0 называется точкой максимума (минимума) функ-
ции f(x), если f(x0) есть наибольшее (наименьшее) значение функции f(x)  (в не-
которой окрестности точки x0). 

Точки максимума и минимума называются точками экстремума. Значение 
функции в точке экстремума называется экстремумом (максимумом или ми-
нимумом).  

Функция на данном интервале может иметь несколько экстремумов, назы-
ваемых локальными.  

Необходимый признак экстремума 
Если в точке x0 функция f(x) достигает экстремума, то ее производная в этой 

точке равна нулю, либо не существует. 
Геометрически: в точке экстремума касательная к графику функции парал-

лельна оси Ох. 
Функция может иметь экстремумы и в отдельных точках, в которых она не 

дифференцируема. 

x 

y 

M(x,y) 

a a 

M(x,y) 
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Рис. 17 

Например, в точках М1 и М2 касательная перпендикулярна оси Ох (точки 
возврата). Производная в этих точках не существует. 

Необходимый признак не является достаточным для существования экс-
тремума в точке. Приведем пример. 

Пример 38. 
Функция у = х3 в точке х = 0  имеет ' (0)y =0, но х=0 не является  точкой экстре-
мума. 

 
 

                

                   

 Рис. 18 

 
 

Рис. 18 
 

Достаточный признак экстремума 
Первый достаточный признак экстремума 

 
 

Точка x0 является точкой экстре-
мума f(x), если f ¢(x) непрерывна и при 
переходе через x0 меняет знак: при пе-
ремене знака производной с “+” на      
“–“ точка x0 – точка максимума, при 
перемене с “–“ на “+” точка x0 – точка 
минимума. 

                      
 
                           Рис. 19 

x 

y 

f¢(x)=0 

f¢(x)<0 f¢(x)>0 

x0 
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Второй достаточный признак экстремума 

Точка x0 есть точка экстремума функции f(x), если f ¢(x0) = 0, а f ²(x0) ¹ 0.  
Причем, если: f ²(x0) > 0, то x0 – точка минимума; 
f ²(x0) < 0, то x0 – точка максимума. 
Заметим, что если  
а) f ¢(x0) = 0, f ²(x0 )= 0 
или  
б) f ¢(x0) не существует,  
то вторым признаком воспользоваться нельзя. Надо обратиться к первому при-
знаку. 

Исследование функции на экстремумы 

Исследование функции на экстремумы проводится по следующей схеме: 
· находим критические точки x1, x2, … функции y = f(x); 
· находим знаки производной f ¢(x) в интервалах между критическими точ-

ками; 
· анализируя, как ведут себя знаки производной при переходе через крити-

ческую точку,  устанавливаем наличие и тип экстремума.  
 

 
Рис. 20 

 
В этой ситуации в точке  x = x1  функция  у = f (x) имеет максимум, в точке x= x2 
функция  у = f (x) имеет минимум, в   точке x = x3  экстремума нет. 
Пример 39. Исследовать функцию  xxxf ln)( -=  на экстремумы.  
Решение:  Областью  определения  функции  f (x) является  интервал (0; +∞). 

Найдем производную:  
x

x
x

xxxf 111)ln()( -
=-=¢-=¢ . 

Точка   x =0   не является критической, так как   функция  у = f (x) в ней не оп-
ределена. Единственной критической точкой функции является точка  x = 1: 

)(xf ¢  = 0 ⇒ x = 1.  
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Знаки производной функции изображены на следующем рисунке.   

 
                                                               Рис. 21 
 
Из рис. 21 видно, что производная при переходе через точку   x = 1 меняет  знак  
с минуса  на  плюс. Следовательно,  функция  у = f (x) в  точке   x = 1 имеет ми-
нимум, причем  f (1) =1−ln1=1. 
Таким образом, 1)1(min == ff .  
Пример 40.  Из  квадратного  листа  картона  изготавливается  коробка без 
крышки следующим образом: 
 

 
Рис. 22 

 
Найти  наибольший  объем  и  соответствующие  размеры  коробки,  если длина 
стороны заготовки равна  60 см.  
Решение:  Поскольку  основанием  коробки  является  квадрат,  то  объем ко-

робки  V= ah2. Пусть a = x, тогда 
2

60 xh -
= Þ ),60(5,0

2
60 322 xxxxV -×=

-
×=  

0 < x < 60. 
Чтобы исследовать функцию V(x) на экстремумы, найдем её производную: 

).40(5,1)3120(5,0 2 xxxxV -=-=¢  
Теперь найдем критические точки: 

0=¢V Þ ).60;0(0,40 21 Ï== xx  
Итак, функция имеет единственную критическую точку  x1 = 40. Анализируя 
знак производной, получим следующий рисунок.   

 
                                                                  Рис.23 
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Таким образом, .16000
2

40601600)40(max =
-

×==VV  

Ответ. Наибольший объем коробки достигается при  a = 40 см, h = 10 см и ра-
вен 16000 куб. см. 

 
3.5. Выпуклость линии. Точки перегиба 

Определение. Дуга называется выпуклой, если она пересекается с любой 
своей секущей не более чем в двух точках. 

Если дуга выпуклая, то она целиком лежит по одну сторону от касательной, 
проведенной в любой ее точке (выпуклая вверх – кривая лежит под касатель-
ной, выпуклая вниз – над касательной) (рис. 24, а). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                          a)                                                               б) 
 

Рис. 24 
Особую роль играют точки перегиба, отделяющие на линии выпуклую ду-

гу от вогнутой (рис. 24, б). 
В точке перегиба касательная пересекает линию, в окрестности этой точки 

линия лежит по обе стороны от касательной. 
Теорема. Если производная всюду в интервале f²(x)  <  0,  то дуга линии 

y=f(x), соответствующая этому интервалу, выпуклая. Если f²(x) > 0, то дуга во-
гнутая. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 25 
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y 
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a 

a 
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Действительно, если линия y = f(x) выпукла, то с увеличением х tga умень-

шается, то есть f¢(x) убывает, и f²(x) < 0, и наоборот, если f²(x) < 0, то линия y = 
f(x) выпукла. 

Аналогично для f²(x) > 0. Если линия y = f(x) вогнута, то с увеличением х 
tga увеличивается, то есть f¢(x) возрастает, и f²(x) < 0. Обратно, если f²(x) > 0, то 
линия y = f(x) вогнута. 

Из этой теоремы становится ясным смысл второго достаточного признака 
экстремума. Например, если f¢(x0) > 0, f²(x) < 0, то вершина кривой, соответст-
вующая точке x0, лежит на выпуклой части линии y = f(x), то есть x0 – точка 
максимума. 

Необходимый признак точки перегиба 
Если x0 – абсцисса точки перегиба, то либо f²(x) = 0, либо f²(x) не существу-

ет. 

Достаточный признак точки перегиба 
Точка (x0,y0) есть точка перегиба линии y=f(x), если вторая производная f²(x) 

меняет знак при переходе через х0. При перемене знака второй производной  с 
«+» на «–» участок вогнутости сменяется участком выпуклости; при перемене 
знака с «–» на «+» участок выпуклости сменяется участком вогнутости. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 26 
 

3.6. Асимптоты  
Асимптотой называется прямая, к которой  неограниченно приближается  

точка  кривой при неограниченном удалении этой точки от начала координат. 
Следует различать случаи вертикальной и наклонной асимптот. 
 

Вертикальные асимптоты 
Если ±¥=

®
)(lim xf

ax
, то прямая х = а есть асимптота кривой y = f(x).  

Следовательно, для отыскания вертикальных асимптот надо найти значения 
х = а, при приближении к которым y = f(x)®¥. Тогда прямая х = а будет верти-

x 

y 

f ¢¢(x) < 

f ¢¢(x) > 0 

f(x0) 

x0 

Ì0 

Ò 
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кальной асимптотой. Например, если мы посмотрим на хорошо известный нам 

график функции
x

y 1
= , то увидим, что график этой функции бесконечно близко 

приближается к прямой x = 0 (ось ОY) - это вертикальная асимптота, и к пря-
мой y = 0 (ось ОХ) - это горизонтальная асимптота: 

 

Рис. 27  

В общем случае горизонтальная асимптота  - это прямая, параллельная оси 
OX.  Она является частным случаем наклонной асимптоты. 

Наклонные асимптоты 
Уравнение наклонной асимптоты линии y = f(x) имеет вид y = kx+b. 

Коэффициенты k и b вычисляются следующим образом: 

x
xfk

x

)(lim
¥®

= ; ).)((lim kxxfb
x

-=
¥®

 

Аналогично находится наклонная при -¥®x . 

 
Рис. 28 

y=kx+b 
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Частные случаи. 
1. При b = 0  уравнение асимптоты  y = kx, она проходит через начало коорди-
нат. 
2. При k = 0  уравнение асимптоты  y = b. Это горизонтальная асимптота, она 
параллельна оси OX (см. рис. 10, уравнение асимптоты y = 0).  

Пример 41. Найти асимптоты функции 
2

3 2

+
-

=
x

xy . 

Решение:  

1. Начнем с области определения функции. Функция 
2

3 2

+
-

=
x

xy не определена в 

точке x = -2, следовательно, прямая x = -2 является вертикальной асимптотой. 
Найдем пределы слева и справа при x → -2: 

+¥=
-
-

=
+--

---
=

+
-

-®--®
)

0
1(

202
)02(3

2
3 2

0

2

02
limlim
xx x

x ; 

 

-¥=
+
-

=
++-

+--
=

+
-

+®+-®
)

0
1(

202
)02(3

2
3 2

0

2

02
limlim
xx x

x . 

2. Попробуем найти наклонную асимптоту: 1
)2(

3 2

02
lim -=

+
-

=
+-® xx

xk
x

. 

(Предел нашли, например, воспользовавшись правилом: предел функции равен 
отношению коэффициентов при максимальных степенях x в числителе и знаме-
нателе дроби). 

2
2

23
2

23)1(
)2(

3
limlimlim

02

22

02

2

02
=

+
+

=
+

++-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
--

+
-

=
+-®+-®+-® x

x
x

xxxx
x

xb
xxx

. 

Итак, уравнение наклонной асимптоты: 2+== xy .  
На рис. 29 изображен график функции и ее асимптоты. 
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Рис. 29 

 
3.7. Общая схема исследования функций 

1. Исследование без использования производной. 
1.1. Область определения функции; периодичность; четность, нечетность 
функции. 
1.2. Точки разрыва и интервалы непрерывности. Поведение функции в ок- 
 рестности точек разрыва; вертикальные асимптоты. 

     1.3. Поведение функции на бесконечности. Наклонные (в частности,  
      горизонтальные) асимптоты. 
     1.4. Точки пересечения графика с осями координат. 
2. Исследование с помощью первой производной. Интервалы монотонности 
функции, точки экстремума и экстремальные значения. 
3. Èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Èíòåðâàëû âûïóêëî-
ñòè è âîãíóòîñòè, òî÷êè ïåðåãèáà. 
4. Построение графика функции. 

Пример 42. Исследовать функцию и построить ее график 
1

2

-
=

x
xy . 

Решение: 
1. Исследование без использования производной. 
1.1. Область определения: ( ) ( ) ( )+¥È¥-= ;11;yD . 
1.2. Функция непериодическая.  

    Четность: ( ) ( ) ( )xyxy
x
xxy -¹¹

--
=-

1

2

   =>    функция общего вида. 
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1.3. Асимптоты:  

1) вертикальные асимптоты: 

 1=x  – точка разрыва;  

+¥=
-+® 1

lim
2

01 x
x

x
;  -¥=

--® 1
lim

2

01 x
x

x
,  

1=x  – вертикальная асимптота. 

2) наклонные асимптоты: 

111

1limlim 2

2
=

-
=

-
=

±¥®±¥®

x
xx

xk
xx

; 

111

1lim
1

lim
1

lim
1

lim
222

=
-

=
-

=
-

+-
=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

-
=

±¥®±¥®±¥®±¥®

x
x

x
x

xxxx
x
xb

xxxx
. 

Наклонная асимптота: 1+= xy . 

1.4. Точки пересечения с осями: 

Oy: 0=x ,  0=y , точка пересечения: ( )0;0 ; 

Ox: 0=y    =>   0
1

2

=
-х

х    =>   точка пересечения: ( )0;0 . 

2. Исследование с помощью первой производной. 

    Монотонность: 

( )
( ) ( ) ( )2

2

2

22

2

2

1
2

1
22

1
12

-
-

=
-

--
=

-
--

=¢
x

xx
x

xxx
x

xxxy . 

0=¢y :  критические точки:   0=x , 2=x .  

Знаки производной и поведение функции удобно представить в виде таблицы 

x  ( )0;¥-  0 ( )1;0  1 ( )2;1  2 ( )+¥;2  

y ¢  + 0 – – – 0 + 

Поведение 
y  

­  max ¯  – 
¯  min 

­  

Значение y   0  –  4  
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3.  Èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé.   

Выпуклость: 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )33

22

4

22

1
2

1
42242

1
122122

-
=

-

+-+-
=

-

-××----
=¢¢

xx
xxxx

x
xxxxxy  

0=¢¢y    =>   ( )yDx Ï= 1 , следовательно, критических точек нет. 

x  ( )1;¥-  ( )+¥;1  

y ¢¢  – + 

Поведение y  Ç  È  

Значение y  нет нет 

4. Построим график функции: 

 
Рис. 30 

Задания для самостоятельного решения. 

Задача 1. Найти производные 
dx
dy  данных функций: 

1. à) y = 
x

)xxx(
+

--+
115

2432 23
;  á) y = sin

xcos
xsin

6
3

3
13

3
+ ;  

â) ( )
x

xy
arctgln

2
1

arctg= ;  ã) ).ln( yx eexy +=  
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2. à) y = 3

22

3
112

x
x)x( +-

;  á) y = tglg
x
x

8cos
4sin

4
1

3
1 2

+ ; 

 â) ( )
xexy 5sin= ;  ã) .yxyx 0233 =-+  

3. а) ( )4 33 4 155 --+= xxxy ; б) 
x
xy

tg-1
tg1 +

= ; 

 в) xxy
2

= ; г) 0cossin =×-× xyyx . 

4. а) 2

2

1
1

x
xy

-
+= ; б) 

x
y 1arctg= ; 

в) xxy arcsin= ; г) ( ) yyxxy coscossin =-+× . 

5. а) 
1

1
2 ++

+=
xx

xy ; б) 21sin xy += ; 

в) 
2

1
xxy = ; г) xyyeex xy =+× . 

6. а) 3
1

2
x

xy
+

×= ; б) 
x
xy

3sin1
3sin1

-
+

= ; 

в) ( )xxy ln= ; г) 0ln2ln =-+ xyxy . 

7. а) 
xx
xxy

-
+

= ; б) 
3

12arcsin +
×=

xxy ; 

в) ( ) xy 3sinarctg2x= ; г) ( ) ( )32 2yxyx +=+ . 

8. а) 
x

xxy
-

+
×=

1
1 2

; б) 
x

y
2tg

1
2= ; 

в) xxy ln= ; г) ( )yxxy -=× cossin . 

9. а) 
25 x

xy
-

= ; б) 
x

xy 2

2

cos32
sin

+
= ; 

в) ( )xxy ln= ; г) ( )( ) 0111 =--- yx ee . 

10. а) 2

2

1
1

x
xy

-
+

= ; б) xxy coslntg
2
1 2 += ; 

в) ( )xxxy 2+= ; г) 0sin =×+- yxyx . 

11. а) 5
2 15

x
xxy ++

×= ; б) xx ey -×= 2 ; 

в) ( )xxy cos= ; г) yxy arctgln = . 
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12. а) 3
53

3
-

+=
x

xy ; б) ( ) xexy -+= 3ctg1 2 ; 

в) 
x

x
xy ÷

ø
ö

ç
è
æ= arcsin ; г) ( ) ( ) 03 22 =-++ yxyx . 

13. à) ;
312 2

2

x
xy
-

=   á) 
x
xy

16sin
8cos

16
12ctgcos

2
-= ; 

â) ;arcsin xxy =   ã) .0)arcsin( =++ yxxy  

14. à) ;
312 2

2

x
xy
-

=   á) 
x
xy

16sin
8cos

16
12ctgcos

2
-= ; 

â) ;arcsin xxy =   ã) .0)arcsin( =++ yxxy  

15. à) ;
120

)1()6(
5

322

x
xxy +-

=   á) ;
14cos7

7sin7lncos 2

x
xy =  

â) ;)3ctg( 2 xexy =   ã) .cos
x
y

y
x

=  

 

16. à) ;
6

8)8(
2

22

x
xxy --

=   á) ;
16sin16
8cos2ctgcos

2

x
xy -=  

â) ;
tgxexy =   ã) .0)3()( 32 =-++ yxyx  

17. à) 
3 23

3

)2(
34

xx
xy

+

+= ;  á) ;
12cos6
6sin2cosctg

2

x
xy +=  

â) ;)tg( 4 xexy =   ã) .13
2

3
2

=+ yx  

18. à) ;)1(
3

2
3

24
3

x

xy +
=   á) ;

20sin
10cos

20
12ctg

2
3

x
xy -=  

â) ;)5(cos
xexy =   ã) .04444 =+-+ yxxy  

19. à) ;
24

4)2(
3

22

x
xxy +-

=   á) ;
24sin24

12cos
2
1sinln

2

x
xy -=  

â) ;)5( chxxy -=   ã) .xyyexe xy =+  

20. à) ;
1

2
3

36

x
xxy
-

-+
=   á) ;

20cos10
10sin

2
1tgcos

3
1 2

x
xy +=  

â) ;sin)( )sinln( xxxy =   ã) .02arcsin3arctg =+++ yxxy  
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21. à) ;
212

1
2

2

x
xy

+

+
=   á) ;

10cos
5sin

5
13ctgsin8

2

x
xy +=  

â) ;)4( tg3 xxy +=   ã) ).ln( yx eexy +=  

22. à) ;
4

)23(1
2x
xxy +-

=   á) ;
28sin28

14cos3ctgcos 2

x
xy =  

â) ;
3sinxy =   ã) .042)cos( =+-- yxyx  

23. à) ;
3

)1(
3

32

x
xy +

=   á) ;
30cos15

15sin)
3
1(tgcos 2

x

xx
y =  

â) ;)1( sh2 xxy -=   ã) ).cos( yxy +=  

24. à) ;
8

1288
3

36

x
xxy
-

-+
=   á) ;

32sin32

16cos
7
1tgsin 2

x

x
y

÷
ø
ö

ç
è
æ

=  

â) ;)5( ctg4 xxy +=   ã) .xyyexe xy =+  

25. à) ;)2(32
2x

xxy -+
=   á) ;

34cos17

17sin
3
1sinctg

x

x
y

÷
ø
ö

ç
è
æ

=  

 â) ;)(sin 2
5x

xy =   ã) .cos
x
yxy =  

26. à) ;1)1( 5 32

x
xxy +-=   á) ;

36sin36
18cos2ctg 25

x
xy =  

â) ;)1( cos2 xxy +=   ã) .0)3()2( 32 =-++ yxyx  

27. à) ;
9

3)32(
3

22

x
xxy -+

=   á) ;
38cos19

19sin2lntg 2

x
xy =  

â) ;19 1919
xy x=   ã) ).ln(lnln xyyxxy =+  

28. à) ;
5)5(

1
22 ++

-
=

xx
xy   á) ;

40sin40
20cos5cosctg

2

x
xy -=  

â) ;23 xxxy =   ã) .)2()( 32 yxyx -=+  

29. à) ;
1

13
3 2

+
++

=
x

xxy   á) ;
48sin
24cos

48
1

13
1sinctg

2

x
xy -=  

â) ;52 xxxy =   ã) .0ctg2 =+-
y
xyx  

30. à) ;
)1(
)1(33 2-

+
=

x
xy   á) ;

50cos25
25sin

2
1lnsin

2

x
xy +=  
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â) ;
sin xexy =   ã) ).cos(sin xyxy =  

 

Задача 2.  Найти 
dx
dy  и 2

2

dx
yd  для заданных функций: 

1. à) ;
)34(17

17
+

+
=

x
xy   á) 

î
í
ì

=
+=
.2sin

,sincos
ty

ttx
 

2. à) ;
1
1

x
xy

-
+

=   á) 

ï
ï
î

ïï
í

ì

+
=

=

.
1

1

,1

2

2

t
y

t
x

 3. à) );5(log3 += xy   á) 
î
í
ì

+=
-=

.sincos
,cossin
ttty
tttx

 

4. à) ;
1+

=
x

xy   á) 
î
í
ì

=
-=

).cos2(4
),sin(2

ty
ttx

 

5. à) ;25xy =   á) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.
2

,arctg
2ty

tx

 
6. à) ;

56
1211
+

+
=

x
xy   á) 

ïî

ï
í
ì

=

=

.
2

sin

,cos

4 ty

tx
 

7. à) ;5cos)13sin( xxy ++=   á) 
î
í
ì

-=
+=

.cossin
,sincos

ttty
tttx

 

8. à) ;32 += xay   á) 
î
í
ì

=
=

.sinln
,cos
ty

tx
 

9. à) ;4
x

y =   á) 
î
í
ì

+=
+=

.cos2
,sin
ty

ttx
 

10. à) ;
)32(13

15
+

+
=

x
xy   á) 

î
í
ì

-=
-=

.cos2
,sin
ty

ttx
 

11. а) ( )2arctg xy = ; б) 
î
í
ì

-=
=

.2sin2
,sin3

ttx
ty  

12. а) xe
x
xy -

+
-

=
1
1 ; б) 

î
í
ì

+=
-=

.cos
,sin
ttx
tty
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13. а) 
2xxey -= ; б) 

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

=

.1
2
1

,ln

t
ty

tx
 

14. а) ;1 2xxy +×=  б) 
î
í
ì

+=
-=

.cosln
,sinln
tty
ttx

 

15. а) xey x sin×= - ; б) 
î
í
ì

=

=

.sin4

,cos3
2 ty

tx
 

16. а) xy arctg= ; б) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.sin2

,cos3
3

2

ty

tx
 

17. а) xxy ln3= ; б) 
ïî

ï
í
ì

-=

=

.cos

,
2

cos

tty

tx
 

18. а) xy 2ctgln= ; б) 
ïî

ï
í
ì

-=

=

.sin

,
2

cos

tty

tx
 

19. а) xy lnln= ; б) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.2sin

,2cos2
3

3

ty

tx
 

20. а) ;xxey -=  б) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.
cos

1
,ctg

2 t
y

tx
 

21.à) ;3xay =   á) 

ï
ï
î

ïï
í

ì

+
=

=

.
1

1

,1

2t
y

t
x

 

22. à) );25lg( += xy   á) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.sin

,cos

tey

tex
t

t
 

23. à) ;
)23(2 +

=
x
xy   á) 

ïî

ï
í

ì

-
=

=

.
1
1
,

t
y

tx
 

24. à) )4lg( += xy ;  á) 
î
í
ì

=
=

.sec
,sin
ty
tx

 

25. à) ;4
x

y =   á) 
î
í
ì

+=
+=

.cos2
,sin
ty

ttx
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26. à) ;
)94(9 +

=
x
xy   á) 

î
í
ì

-=
-=

).2ln(
,3

ty
tx

 

27. à) );1lg( xy +=   á) 
î
í
ì

=
=

.cosln
,sin

ty
tx

 

28. à) ;7
5x

y =   á) 
ïî

ï
í
ì

=

=

.tg

,cos
2

2

ty

tx
 

29. à) );13lg( += xy   á) 
ïî

ï
í

ì

=

-=

.1
,1

t
y

tx
 

30. à) y = 5 17 -x ;  á) 
ï
î

ï
í

ì

=

-=

.1
,1 2

t
y

tx
  

 
Задача 3. Исследовать методами дифференциального исчисления функцию и 
построить ее график: 

1. а)
3
52

-
-

=
x

xy ; б) )925ln( 2xy -= . 

2.  а)
1

2

-
=

x
xy  ; б) xxe

y 1
= . 

3. а)
13

3

-
=

x
xy ; б)

2
1ln

+
+

=
x
xy . 

4. а) 2

31
x

xy -
= ; б) 12 )1( --= xey  . 

5. а)
12

2

-
=

x
xy ; б)

x
xy ln

= . 

6. а) 2

3 1
x

xy +
= ; б)

x
xy

ln
= . 

7. а)
3

1
1

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-

=
x
xy ;  б)

x
xy ln

= . 

8. а)
92

3

-
=

x
xy ; б) xexy ×= 2 . 

9. а) 2

3

)1(
)1(

2
1

+
-

=
x
xy  ; б)

226 xexy -×= . 
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10. а) 4

2 1
x

xy -
=  ; б) xxy ln2 2 -=  . 

11. а)
2

1
12

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

=
x
xy ; б) )32ln( 2 += xy . 

12. а) 2)1( -
=

x
xy  ; б)

x
ey

x
= . 

13. а) 2)1(
12

-
-

=
x

xy ; б) xexy ×= 3 . 

14. а) 2

3

)1(2 +
=

x
xy  ; б) )1ln( +-= xxy . 

15. а)
x

xy 12 +
=  ; б)

x
xy

-
+

=
1
1ln . 

16. а) 21
1
x

y
+

=   б) xexy -×= . 

17. а)
1
)1(

2

2

+
-

=
x
xy ;  б) xey

1

= . 

18. а) 23 x
xy

-
= ; б) xxy ln×= . 

19. а) 21
1
x

y
-

= ; б) )4ln( 2 -= xy . 

20. а)
12 +

=
x

xy ; б)
1

1
-

= xe
y . 

21. а)
2

1
1

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

=
x
xy ; б) 2

1
+= xey . 

22. а)
2

1
2

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

=
x
xy ;  б) xxy ln2= . 

23. а) 2

3

2
8

x
xy -

= ; б) xexy -= 2 . 

24. а) 24
4

x
xy

+
=  ; б)

1
ln

-
=

x
xy . 

25. а) 4

2 1
x

xy -
=  ; б) xxy ln2 2 -= . 

26. а)
9
4

2

2

-
-

=
x
xy ;  б) )4ln( 2 -+= xxy . 
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27. а)
322

3

++
=

xx
xy  ; б) )1ln( 2xy += . 

28. а)
12

3

+
=

x
xy ; б) xey -= 2

1

. 

29. а)
x

xy 54 3 +
=  ; б)

2
1ln

-
-

=
x
xy  . 

30. а)
2

21
2 --

-
=

xx
xy ;  б) 12 -= xxey  . 

Задача 3. 

1. Уравнение касательной к графику функции 
x

xy 1
+=  в точке (1; 2) имеет 

вид...  
 
1) x – y +1 = 0;    2) y –1 = 0; 3) y – 2 = 0;  4) x – y –1 = 0;       5) y = 3 . 

2. Уравнение касательной к графику функции y =
1

1
3 +x

 в точке (0;  1)  имеет 

вид...  
1) ;01 =+- yx  2) x + y – 1 = 0; 3) 01 =-y ; 
4) 01 =+y ; 5) 01 =++ yx . 

3. Уравнение касательной к графику функции 
1

1
2 +

=
x

y  в точке (-1; 0,5) имеет 

вид... 
1) x + 2y – 2 = 0;   2) x + 2y = 0;  3) x – 2y – 2 = 0; 4) x –2y + 2 = 0;    
5) x – 2y = 0. 

Задача 4. 
1. График какой функции на всем отрезке [a, b] одновременно удовлетворяет 
трем условиям: y > 0; y' > 0; y" < 0? 
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Варианты ответов: 
1) Все графики. 2) Только I и IV. 
3) Только II и III. 4) Только II. 5) Только III. 

 
2. График какой функции на всем отрезке [a, b] одновременно удовлетворяет 
трем условиям: y > 0; y' < 0; y" > 0? 

  
Варианты ответов: 
1) Все графики. 2) Только II. 3) Tолько III. 
4) Только II и III. 5) Только I и III. 

 
3. График какой функции на всем отрезке [ ]ba,  одновременно удовлетворяет 
трем условиям: 0<y ; 0<¢y ; 0>¢¢y ? 

 
Варианты ответов: 
1) Только IV. 2) Только I и II. 3) Только II. 
4) Только II и III. 5) Только I. 
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ун-т. – Иваново, 2015. – 16с. 
8. http://www.pm298.ru/reshenie/iren.php. 
9. http://www.toehelp.ru/theory/math/lecture01/lecture01.html. 
10.http://www.mathprofi.ru/beskonechno_malye_funkcii_zamechatelnye_ekvivalent 
     nosti.html. 
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