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Введение 

 

Многие инженерные и научные задачи приводят к необходимости ре-

шения линейных и нелинейных уравнений и систем уравнений, приближен-

ного вычисления, дифференцирования и интегрирования функций, решения 

дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений и т.д. 

При этом для многих задач известно только о сосуществовании решения, но 

не существует конкретного аналитического метода, представляющего ее ре-

шение.  

В этом случае используются методы численного решения указанной 

задачи. Решение задач с использованием численных методов проводится ли-

бо на базе алгоритмических языков программирования, либо на основе спе-

циализированных пакетов прикладных программ (MathCad, Mathematica, 

MatLab и др.) и табличных процессоров (Microsoft Excel, LibreOffice Calc, 

OpenOffice Calc). 

Цель данных методических рекомендаций – помочь студентам овла-

деть численными методами решения систем линейных уравнений и решения 

нелинейных уравнений с помощью математического пакета MathCad и таб-

личного процессора MS Excel. 
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1. Решение систем линейных уравнений 

методом простой итерации и методом Зейделя 

 

1.1. Методы простой итерации и Зейделя 
 

Пусть дана система n  линейных уравнений с n  неизвестными: 

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=+++

=+++
=+++

,

,
,

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

K

K

K

K

 (1.1) 

или в матричном виде: 

BAX = .  

 

Для решения системы (1.1) методом простой итерации и методом Зей-

деля достаточно выполнения условий: 

niaa
ij

ijii ,1, =>å
¹

, (1.2) 

то есть в каждой строке матрицы A  модуль элемента, стоящего на главной 

диагонали, больше суммы модулей остальных элементов этой строки. 

Если это условие не выполняется, то путем элементарных преобразова-

ний над строками матрицы А  необходимо привести матрицу к такому виду, 

чтобы условие (1.2) было выполнено. Под элементарными преобразованиями 

над строками матрицы понимаются следующие действия: 1) умножение 

строки на ненулевое число; 2) перестановка двух строк; 3) прибавление к од-

ной строке матрицы другой ее строки, умноженной на некоторое ненулевое 

число.  

Следующим шагом в решении системы линейных уравнений методами 

простой итерации и Зейделя является приведение системы (1.1) к итерацион-
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ному виду. При выполнении условия (1.2) это можно осуществить, выразив 

из каждой строки системы элемент, стоящий на главной диагонали: 

ï
ï

î

ï
ï

í

ì

+++++=

++++++=

+++++=

--

--

--

,

,
,

11,23232211

2211,23231212

1111,13132121

nnnnnn

nnnn

nnnn

dxcxcxcxcx

dxcxcxcxcx
dxcxcxcxcx

K

K

K

K

 (1.3) 

или в матричном виде: 

DCXX += .  

 

В качестве начального приближения можно взять вектор D , то есть 
( ) ( ) ( )

nn dxdxdx === 0
2

0
21

0
1 ,,, K .  

Тогда каждое последующее приближение, согласно методу простой 

итерации, вычисляется по формулам: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

+++++=

++++++=

+++++=

-

-

-

-
+

-
+

-
+

,

,

,

1321

1312

1321

1,22321
1

221,22321
1

111,11312
1

n
k

n
kk

n
k

n
k

k
n

k
n

kkk

k
n

k
n

kkk

dxcxcxcxcx

dxcxcxcxcx

dxcxcxcxcx

nn

nn

nn

K

K

K

K

 (1.4) 

то есть, например, для вычисления первого приближения нужно в систему 

(1.3) подставить значения нулевого приближения. 

Метод Зейделя отличается от метода простых итераций тем, что при 

вычислении ( )1
2
+kx  используется найденное на этой итерации значение ( )1

1
+kx , 

при вычислении ( )1
3
+kx  используются найденные на этой итерации значения 

( )1
1
+kx  и ( )1

2
+kx  и т.д., при вычислении ( )1+k

nx  используются ( )1
1
+kx , ( )1

2
+kx , …, 

( )1
1
+
-
k

nx : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1
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1312

1321

n
k

n
kk

n
k

n
k

k
n

k
n

kkk

k
n

k
n
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dxcxcxcxcx
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K

K

K

K

 (1.5) 

 

Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока не будет выпол-

нено условие: 

{ } e<D
££

ini1
max , (1.6) 

где ( ) ( )k
i

k
ii xx -=D +1 , ni ,1= . 

 

1.2. Пример выполнения лабораторной работы 
 

Задание. Дана система трех линейных уравнений с тремя с неизвест-

ными: 

ï
î

ï
í

ì

=-+
-=-+
=+-

)(.5,42,12,74,2
)(,5,64,63,18,0

)(,8,28,35,112,3

321

321

321

IIIxxx
IIxxx
Ixxx

 

Требуется: 

1. С помощью элементарных преобразований привести систему к ите-

рационному виду. 

2. Просчитать два шага вручную: 

2.1) методом простой итерации; 

2.2) методом Зейделя. 

3. Найти решение системы с точностью 001,0=e , используя MS Excel: 

3.1) методом простой итерации; 

3.2) методом Зейделя. 

4. Проверить найденное решение, используя MS Excel и Mathcad (или 

Maxima). 
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5. Сделать выводы о применяемых методах. 

Решение. 1. Преобразуем систему таким образом, чтобы модули эле-

ментов главной диагонали были больше суммы модулей остальных элемен-

тов в данной строке. 

ï
î

ï
í

ì

-=-+
=+-

+=+-

)(.5,64,63,18,0
)(,8,28,35,112,3

)(,3,76,23,46,5

321

321

321

IIxxx
Ixxx

IIIIxxx
 

Первую строку умножаем на 2: 

ï
î

ï
í

ì

-=-+
=+-
=+-

.5,64,63,18,0
,8,28,35,112,3

,6,142,56,82,11

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Складываем первую и третью строки и результат записываем в первую 

строку: 

ï
î

ï
í

ì

-=-+
=+-
=--

.5,64,63,18,0
,8,28,35,112,3
,1,82,13,70,12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

Теперь запишем систему в итерационном виде. Из первого уравнения 

выражаем 1x , из второго – 2x  и из третьего – 3x . Получаем: 

ï
î

ï
í

ì

++=

++-=
++=

.2031,01250,00156,1

,3304,02783,02435,0
,100,06083,06750,0

213

312

321

xxx

xxx
xxx

 

 

2.1. Просчитаем два шага вручную методом простой итерации. 

В качестве начального приближения выбираем вектор: 

( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

0156,1
2435,0

6750,0
X 0 . Тогда следующее приближение: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ï
ï
î

ïï
í

ì

++=

++-=

++=

.2031,01250,00156,1

,3304,02783,0243,0

,100,06083,06750,0

0
2

0
1

1
3

0
3

0
1

1
2

0
3

0
2

1
1

xxx

xxx

xxx
 

( ) ( )
( )

( ) ( )ï
ï
î

ïï
í

ì

=-×+×+=

=×+×+-=

=×+-×+=

.0505,12435,02031,06750,0125,00156,1

,2751,00156,13304,06750,02783,02435,0

,6284,00156,11,02435,06083,0675,0

1
3

1
2

1
1

x

x

x

 

Проверим эмпирическое условие окончания итерационного процесса: 

{ } e>=---- 5186,00505,10156,1;2751,02435,0;6284,06750,0max  
Второе приближение: 

( )

( )

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

=×+×+=

=×+×+-=

=×+×+=

.1500,12751,02031,06284,0125,00156,1

,2785,00505,13304,06284,02783,02435,0

,9474,00505,11,02751,06083,0675,0

2
3

2
2

2
1

x

x

x

 

Проверим эмпирическое условие окончания итерационного процесса: 

{ } .319,00505,11500,1;2785,02751,0;9474,06284,0max e>=---  
 

2.2. Просчитаем два шага вручную методом Зейделя. 

В качестве начального приближения выбираем вектор: 

( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

0156,1
2435,0

6750,0
X 0 . 

Тогда следующее приближение: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ï
ï
î

ïï
í

ì

++=

++-=

++=

.2031,01250,00156,1

,3304,02783,0243,0

,100,06083,06750,0

1
2

1
1

1
3

0
3

1
1

1
2

0
3

0
2

1
1

xxx

xxx

xxx
 

( ) ( )
( )

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

=×+×+=

=×+×+-=

=×+-×+=

.1490,12699,02031,06284,0125,00156,1

,2669,00156,13304,06284,02783,02435,0

,6284,00156,11,02435,06083,0675,0

1
3

1
2

1
1

x

x

x

 

Проверим эмпирическое условие окончания итерационного процесса: 
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{ } e>=---- 5104,01490,10156,1;2669,02435,0;6284,06750,0max  
Второе приближение: 

( )

( )

( )ï
ï
î

ïï
í

ì

=×+×+=

=×+×+-=

=×+×+=

.2162,14017,02031,09523,0125,00156,1

,4017,0149,13304,09523,02783,02435,0

,9523,0149,11,02669,06083,0675,0

2
3

2
2

2
1

x

x

x

 

Проверим эмпирическое условие окончания итерационного процесса: 

{ } e>=--- 3239,02162,11490,1;4017,02699,0;9523,06284,0max  
 

3.1. Используя MS Excel, найдем решение системы методом простой 

итерации. 

А. Располагаем на рабочем листе исходные данные (рис. 1) и вычисля-

ем норму матрицы С. 

 
Рис.1. Исходные данные для метода простой итерации 
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Б. Последовательными вычислениями уточняем решение системы ли-

нейных уравнений (рис. 2). С этой целью формируем таблицу итераций. В 

качестве начального приближения выбираем столбец D: ( )

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

0156,1
2435,0

6750,0
X 0

. 

В столбец С16:С18 вводим формулу для формирования первого при-

ближения по методу итераций согласно выражениям (1.4). Например, для 

ячейки С16 вводим выражение $G$9+$C$9*B17+$D$9*B18. Аналогично для 

ячеек С17 и С18. Знак $ означает, что при копировании формулы ячейка не 

будет меняться. В ячейку С19 вводим выражение согласно формуле (1.6), то 

есть находим максимум между модулями разности начального и первого 

приближений: =МАКС(ABS(C16-B16); ABS(C17-B17); ABS(C18-B18)). 

 

 
Рис.2. Уточнение решения методом простой итерации 
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Проверяем условие e<D . Если оно не выполняется, то копируем 

столбцы С16:С19 в столбцы D16:D19, то есть вычисляем второе приближе-

ние и опять сравниваем значение ячейки D19 с заданной точностью e . Про-

должаем вычисления до тех пор, пока не будет достигнута заданная точ-

ность. В данном примере, как это видно из рис. 2, для достижения заданной 

точности необходимо 11 итераций. Тогда ответ: 001,0
247,1
470,0
085,1

* ±
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=X . 

3.2. Используя MS Excel, найдем решение системы методом Зейделя. 

А. Располагаем на новом рабочем листе исходные данные. 

Б. Последовательными вычислениями уточняем решение системы ли-

нейных уравнений методом Зейделя (рис. 3). В ячейку С16 вводим выраже-

ние, аналогичное для метода простой итерации. В ячейки  С17  и С18 вводим 

выражения согласно формуле (1.5). Например, для ячейки С17 получаем: 

=$G$10+$B$10*C16+$D$10*B18.  

 
Рис.3. Уточнение корня методом Зейделя 
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В ячейку С19 вводим выражение согласно формуле (1.6). Далее, как и в 

методе простой итерации, проверяем условие e<D . Для достижения задан-

ной точности необходимо 8 итераций.  

 

4.1. Проверим найденное решение, используя MS Excel. Вычислим 

матрицу, обратную матрице А (рис.4). Для этого в ячейку С8 вводим форму-

лу: =МОБР(B4:D6). Затем, выделив область В8:D10, необходимо нажать 

клавишу F2 и после этого комбинацию клавиш Ctrl+Shift+Enter. Вектор ре-

шения X , вычисляем по формуле BAX ×= -1 . Для этого в ячейку G8 вводим 

формулу: =МУМНОЖ(B8:D10;G4:G6). Для получения вектора X  необхо-

димо выполнить те же действия, что и для получения обратной матрицы. 

 
Рис.4. Проверка решения методом обратной матрицы 

 

Таким образом, получили решение исходной системы. 

 

4.2. Воспользуемся средствами MathCad. Для решения систем линей-

ных и нелинейных уравнения можно воспользоваться блоком Given     Find 

(рис. 5). 
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Рис.5. Решение систем линейных уравнений в MathCad 

 

Необходимо только предварительно задать произвольное начальное 

приближение решения. Кроме того, при записи уравнений системы в блок 

Given…Find, необходимо сначала набирать Ctrl+ “=”, а затем вводить левые 

и правые части уравнений. Также в этом блоке нельзя пользоваться индекс-

ными переменными.  

5. Таким образом, систему трех линейных уравнений с тремя неизвест-

ными привели к итерационному виду, получили её решение двумя итераци-

онными методами (методом простой итерации за 11 итераций и методом 

Зейделя за 8 итераций) с точностью 001,0=e , проверили решение методом 

обратной матрицы и с использованием блока Given…Find пакета MathCad. 

Ответ: .001,0
247,1
470,0
085,1

* ±
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=X  
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1.3. Задания для самостоятельной работы 
 

Ход выполнения лабораторной работы: 

1. Изучить теоретический материал по данной теме. 

2. Привести систему к итерационному виду. 

3. Просчитать два шага вручную: 

 3.1) методом простой итерации; 

 3.2) методом Зейделя. 

4. Найти решение системы с заданной точностью e , используя MS Ex-

cel: 

4.1) методом простой итерации; 

4.2) методом Зейделя. 

5. Проверить найденное решение, используя MS Excel и Mathcad 

(Maxima). 

6. Найти «точное» решение системы в MathCad. 

Таблица 1 

Задания к лабораторной работе № 1 

Номер 
вари-
анта 

Система 
Номер 
вари-
анта 

Система 

1 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.56488,35,7
,211,2319,1

,29,18,231

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 15 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.58127,51,4
,678,2518,3

,98,76,591

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.32118,17,2
,578,4371,4

,88,21,233

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 16 ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.78381,29,2
,977,2418,3
,1017,48,576

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

3 
ï
î

ï
í

ì

=-+

-=++

=+-

.43153,26,1
,4,27,1345,0

,657,35,232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 17 ï
î

ï
í

ì

=++

=-+

-=+-

.19744,24,3
,273,2172,4

,354,33,254

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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Продолжение таблицы 1 

4 
ï
î

ï
í

ì

-=++

=+-

=-+

.16335,45,1
,49,1367,2

,387,48,136

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 18 ï
î

ï
í

ì

=++

-=--

=-+

.12373,18,0
,247,6364,3

,197,17,256

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

5 
ï
î

ï
í

ì

-=-+

=+-

=-+

.14147,31,5
,267,6285,4
,355,19,027

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 19 
ï
î

ï
í

ì

=-+

-=--

=+-

.6454,78,0
,153,261,3
,254,75,345

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

6 
ï
î

ï
í

ì

-=+-

=-+

=-+

.6355,44,2
,387,2134,6
,522,17,638

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 20 ï
î

ï
í

ì

=+-

-=++

=--

.18381,14,2
,88,0234,3
,2,55,02,654

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

7 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.34283,35,4
,238,1113,3
,188,43,578

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 21 ï
î

ï
í

ì

=-+

=-+-

=-+

.58211,18,1
,338,5391,2

,483,21,438

321

321

321

xxx
xxx

xxx

 

8 ï
î

ï
í

ì

=-+

=-+

=+-

.51319,32,4
,283,2191,2
,18302,217

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

22 
ï
î

ï
í

ì

=+-

=+-

=-+

.63481,75,6
,713,3285,2
,45328,328

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

9 ï
î

ï
í

ì

=-+

=-+

=++

.70508,41,4
,619,2237,2
,582,47,333

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

23 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.58718,72,8
,613,5480,5
,701,68,671

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

10 
ï
î

ï
í

ì

=+--

=-+

=++

.27187,31,2
,498,4451,4
,500,41,337

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 24 
ï
î

ï
í

ì

=-+

=+-

=-+

.58633,58,7
,530,4318,3
,708,52,541

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

11 ï
î

ï
í

ì

-=++

=-+

=+-

.24133,56,1
,358,7475,2
,245,43,237

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

25 
ï
î

ï
í

ì

-=++
=+-

=-+

.23354,18,0
,274,3234,3
,156,02,563

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

12 
ï
î

ï
í

ì

=-+

-=++

=-+

.56233,72,1
,328,5348,2

,457,33,215

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 26 
ï
î

ï
í

ì

=++
=+-

=-+

.21273,33,1
,175,3178,2

,81,48,517

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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Окончание таблицы 1 

13 ï
î

ï
í

ì

=+

=++

=+-

.7178,29,1
,111,2348,1
,282,47,113

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

27 
ï
î

ï
í

ì

=++
=+

=++

.2318,29,1
,219,1311,2

,565,78,348

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

14 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.98916,58,7
,678,3518,2
,581,47,512

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 28 
ï
î

ï
í

ì

=++

=++

=++

.8331,28,2
,571,4378,4
,327,28,111

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

 
2. Решение нелинейных уравнений 

 

Пусть требуется решить уравнение вида: 

( ) 0=xf . (2.1) 

Значение переменной x , при которой уравнение (2.1) обращается в 

верное равенство, называется корнем уравнения. 

Процесс численного (приближенного) решения уравнения можно ус-

ловно разбить на два этапа: 

1) отделение (локализация) корня, то есть указание границ отрезка, в 

котором содержится значение корня; 

2) уточнение корня с заданной точностью e . 

 

2.1. Отделение корней 
Отделение корней можно осуществлять двумя способами: графическим 

и аналитическим. На практике удобно совместить эти два способа, а именно, 

действовать по алгоритму: 

1) построить график функции f(x)y =  и визуально оценить отрезок 

[ ]ba; , где находится точка пересечения графика функции с осью Ox . 

2) проверить достаточное условие существования единственного 

корня на отрезке [ ]ba; : если непрерывная на отрезке [ ]ba;  функция 
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)(xfy =  принимает на концах отрезка значения разных знаков (то есть 

( ) ( ) 0<× bfaf ), а производная )(xf ¢  сохраняет знак внутри отрезка [ ]ba, , то 

внутри отрезка существует единственный корень уравнения ( ) 0=xf . 

 

2.2. Метод половинного деления (дихотомии) 
Алгоритм. 

1. Пусть [ ]00; ba  – один из отрезков, на котором уравнение (2.1) имеет 

единственный корень.  

2. Найденный отрезок делим пополам точкой 
2

00
0

bax +
= . 

3. Вычисляем ( )0xf . 

4. Определить новый отрезок [ ]11; ba  следующим образом:  

если ( ) ( ) 000 <× xfaf , то выбираем отрезок [ ]11; ba =[ ]00; xa ; (2.2) 

если ( ) ( ) 000 <× bfxf , то выбираем отрезок [ ]11; ba =[ ]00; bx . (2.3) 

 

5. Выбранный отрезок опять делим пополам и проверяем, в каком из 

полученных находится корень уравнения. 

6. Корень считается найденным, когда e<- ii ab .       (2.4) 

 

2.3. Метод хорд 
Алгоритм. 

1. Пусть [ ]ba;  – один из отрезков, на котором уравнение (2.1) имеет 

единственный корень. 

2. Исследовать первую производную ( )xf ¢  и вторую производную 

( )xf ¢¢  на отрезке [ ]ba; .  Убедиться, что на данном отрезке производные не 

обращаются в нуль и их знаки не изменяются. 

3. Выбрать  

ax =0 , если ( ) ( ) 0>¢¢×¢ afaf ; (2.5) 



18 
 

bx =0 , если ( ) ( ) 0<¢¢×¢ bfbf . 

4. Вычислить следующее приближение к корню: 

)()(
))((

1
n

nn
nn xfbf

xbxfxx
-

-
-=+ ; ax =0 ; 

(2.6) 

 

)()(
))((

1 afxf
axxfxx

n

nn
nn -

-
-=+ ,  bx =0 . (2.7) 

5. Оценить погрешность согласно выражению e<-+ ii xx 1 .     (2.8) 

 

2.4. Метод касательных (Ньютона) 
Алгоритм. 

1. Пусть [ ]ba;  – один из отрезков, на котором уравнение (2.1) имеет 

единственный корень. 

2. Исследовать первую производную ( )xf ¢  и вторую производную 

( )xf ¢¢  на отрезке [ ]ba; . Убедиться, что на данном отрезке производные не 

обращаются в нуль и их знаки не изменяются. 

3. Выбрать: 

ax =0 , если ( ) ( ) 0>¢¢× afaf ; 

bx =0 , если ( ) ( ) 0>¢¢× bfbf . 
(2.9) 

4. Вычислить следующее приближение к корню:  

)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
¢

-=+  (2.10) 

5. Оценить погрешность согласно выражению e<-+ ii xx 1 . 

 

2.5. Комбинированный метод хорд и касательных 
 

Приближение к искомому корню происходит одновременно с двух сто-

рон отрезка, на котором отделен корень уравнения. С одной стороны по ме-

тоду хорд, а с другой – по методу касательных. 
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Алгоритм. 

1. Пусть [ ]ba;  – один из отрезков, на котором уравнение (2.1) имеет 

единственный корень. 

2. Исследовать первую производную ( )xf ¢  и вторую производную 

( )xf ¢¢  на отрезке [ ]ba; .  Убедиться, что на данном отрезке производные не 

обращаются в нуль и их знаки не изменяются. 

3. Пусть ( ) ( ) 0>¢¢× afaf , тогда приближение по методу касательных  

будет происходить слева, а по методу хорд – справа. Итерационные формулы 

имеют вид: 

)(
)(

1
n

n
nn af

afaa
¢

-=+ , aa =0 ; 

)()(
))((

1
nn

nnn
nn afbf

abbfbb
-

-
-=+ , bb =0 . 

(2.11) 

 

4. Пусть ( ) ( ) 0>¢¢× bfbf , тогда приближение по методу касательных  

будет происходить справа, а по методу хорд – слева. Итерационные формулы 

имеют вид: 

)(
)(

1
n

n
nn bf

bfbb
¢

-=+ , bb =0 ; 

)()(
))((

1
nn

nnn
nn afbf

abafaa
-

-
-=+ , aa =0 . 

(2.12) 

5. Вычисления прекращаются, когда  

e<- ++ 11 nn ab . (2.13) 

 

2.6. Пример выполнения лабораторной работы 
 

Задание. Дано нелинейное уравнение 0arccos 2 =- xx . Необходимо: 

1) отделить корни графически; 
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2) проверить выполнение достаточных условий существования единст-

венного корня на отрезке; 

3) исследовать первую производную ( )xf ¢  и вторую производную 

( )xf ¢¢  на отрезке [ ]ba;  и убедиться, что на данном отрезке производные не 

обращаются в нуль и их знаки не изменяются; 

4) найти значение корня с точностью 510-=e  методом половинного де-

ления; 

5) найти значение корня с точностью 510-=e  методом хорд; 

6) найти значение корня с точностью 510-=e  методом касательных; 

7) найти значение корня с точностью 510-=e  комбинированным мето-

дом; 

8) сделать вывод. 

 

Решение. 1. В MathCad построим график кривой ( ) xxxf -= 2arccos  

(рис. 6). 

Для этого предварительно необходимо задать функцию, то есть запи-

сать ( ) xxxf -= )(acos: 2 .  

Затем выбираем пункт меню  – двумерный график. Справа от облас-

ти построения вводим название функции ( )xf , внизу – наименование неза-

висимой переменной – x .  

 
Рис.6. Графическое отделение корней в MathCad 
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По умолчанию линии сетки на графике не формируются. Чтобы их за-

дать, необходимо правой кнопкой мыши щелкнуть по графику, выбрать ме-

ню Формат…. В появившемся окне (рис. 7) на вкладке Оси Х,Y поставить 

галочку против меню Линии сетки. Кроме того, можно изменить цвет линии 

сетки (по умолчанию он салатовый). 

 
Рис.7. Форматирование графика 

Если визуально невозможно определить границы отрезка, где график 

пересекает ось Ох, то можно изменить интервал отображения осей. Для этого 

необходимо выбрать левое (затем и правое) нижнее число и изменить его. 

Из рис. 6 видно, что искомый корень находится в отрезке [ ]1;0 . 

2. Проверим достаточные условия существования единственного корня 

на отрезке [ ]1;0  (см. п. 2.1). Из рис. 6 видно, что функция непрерывна, моно-

тонно убывает. Проверим аналитически, что на концах отрезка функция при-

нимает разные знаки. Для этого в MathCad вычислим значения функции в 

концах отрезка (рис. 8). 

 
Рис. 8. Вычисление значений функции на концах отрезка 
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3. Исследуем первую производную ( )xf ¢  и вторую производную ( )xf ¢¢  

на отрезке [ ]1;0 . В MathCad вычисляем производные, как показано на рис. 9. 

На панели инструментов Математические нажимаем кнопку , вводим на-

звание функции и получаем результат. Аналогично вычисляем вторую про-

изводную. Затем строим графики производных на исследуемом отрезке, в 

нашем примере это отрезок [ ]1;0 . Обе функции можно изобразить на одном 

графике, их нужно вводить через запятую. 

 
Рис. 9. Исследование первой и второй производной в MathCad 

 

Из выражения производных (рис. 9) очевидно, что они не определены 

при 1=x , поэтому в дальнейшем следует рассматривать отрезок [ ]9,0;0 . Из 

рис. 9 видно, что на отрезке [ ]9,0;0  первая и вторая производная сохраняют 

свой знак (в нашем примере они обе отрицательны) и не обращаются в ноль. 

Можно также убедиться, что значения функции в концах отрезка [ ]9,0;0  раз-

личны. 

 

4. Найдем значение корня с точностью 510-=e  методом половинного 

деления (см. п. 2.2). 
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В Microsoft  Excel  в ячейки B8 и C8 вводим соответственно начало и 

конец отрезка. В ячейке D8 рассчитывается значение середины отрезка. В 

ячейках E8:G8 вычисляются значения функции в указанных точках. В  на-

шем примере функция имеет вид ( ) xxxf -= 2arccos . В ячейку H8 записыва-

ем формулу оценки погрешности (2.4), то есть модуль разности между кон-

цами отрезка: =ABS(C8-B8).  

 

 
Рис. 10. Решение нелинейного уравнения методом половинного деле-

ния в Microsoft Excel. 

 

В ячейках B9:C9 из отрезков [ ]00; xa  и [ ]00; bx  согласно условиям (2.2) и 

(2.3) выбирается тот, на концах которого функция принимает значения раз-

ных знаков. Полученный отрезок обозначается [ ]11; ba . С этой целью можно 
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использовать встроенную логическую функцию ЕСЛИ. Например, для ячей-

ки В9 необходимо ввести условия, представленные на рис. 11. В ячейку С9 

введите формулу самостоятельно. 

 
Рис. 11. Формулы уточнения корней по методу половинного деления 

Вычисления продолжаются до тех пор, пока погрешность не станет 

меньше заданной (условие (2.4)). 

 

5. Найдем значение корня  методом хорд с точностью 510-=e . 

Первую и вторую производную исследовали в п.3 решения данной за-

дачи, убедились, что выполняются условия для применения метода хорд на 

отрезке [ ]9,0;0 .  

Используя условия (2.5), выбираем начальное приближение. В MathCad 

находим значения первой и второй производной в левом и правом концах 

выделенного отрезка (рис. 12). 

 
Рис. 12. Выбор начального приближения в методе хорд 
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Так как ( ) 0>¢¢×¢ af(a)f , то за начальное приближение выбираем левый 

конец отрезка: 00 =x  и вычисления производим по формуле (2.4). 

В Microsoft Excel в ячейки B8:E8 вводим соответственно начало, конец 

отрезка и значения функции в них. В ячейку F8 вводим выражение согласно 

формуле (2.6) (или (2.7)). Так как мы вычисляем приближение по формуле 

(2.6), то правый конец отрезка остается неизменным, а левый равен найден-

ному на предыдущем шаге приближению, то есть ячейке В9 присваиваем 

значение ячейки F8, а ячейке С9 – значение ячейки С8. 

 
Рис. 13. Решение нелинейного уравнения методом хорд в Microsoft Ex-

cel. 

 

В ячейку G9 записываем формулу оценки погрешности (2.8). Вычисле-

ния продолжаем до тех пор, пока значение в столбце «Оценка погрешности» 

не станет строго меньше заданной погрешности e . 

 

6. Найдем значение корня  методом касательных с точностью 510-=e . 
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Первую и вторую производную исследовали в п.3 решения данной за-

дачи, убедились, что выполняются условия для применения метода хорд на 

отрезке [ ]9,0;0 .  

Проверим условия (2.9), используя возможности MathCad. 

 
Рис. 14. Выбор начального приближения в методе касательных 

 

Согласно рис. 14, 9,00 =x . В Microsoft Excel (рис. 15) в ячейку B8 вво-

дим начальное приближение. В ячейки С8 и D8 – соответственно значения 

функции и производной в точке 0х . В ячейку B9 вводим выражение для сле-

дующего приближения согласно формуле (2.10). Вычисления продолжаем до 

тех пор, пока погрешность не станет меньше заданной. 

 

 
Рис. 15. Решение нелинейного уравнения методом касательных в Mi-

crosoft Excel. 

7. Найдем значение корня комбинированным методом хорд и касатель-

ных с точностью 510-=e . 
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Первую и вторую производную исследовали в п.3 решения данной за-

дачи, убедились, что выполняются условия для применения метода хорд на 

отрезке [ ]9,0;0 .  

В п. 6 решения данной задачи мы показали, что ( ) ( ) 09,09,0 >¢¢× ff , по-

этому согласно условиям, сформулированным в п. 2.5, приближение по ме-

тоду касательных  будет происходить справа, а по методу хорд – слева. С 

этой целью будем использовать итерационные формулы (2.12). 

В ячейки B8:C8 вводим начало и конец отрезка, в ячейки D8:E8 – зна-

чения функции в соответствующих точках, в ячейку F8 – значение производ-

ной в правом конце отрезка (напомним, что если бы пришлось использовать 

итерационные формулы (2.9), то в ячейку F8 вводили бы значение производ-

ной в левом конце отрезка).  

В ячейку B9 вводим выражение для следующего приближения по ме-

тоду хорд, а в ячейку С9 – по методу касательных (формулы (2.10)). Оценку 

погрешности производим по формуле (2.13). Вычисления продолжаем до тех 

пор, пока значение в столбце «Оценка погрешности» не станет строго мень-

ше заданной погрешности e . 

 
Рис. 16. Решение нелинейного уравнения комбинированным методом 

хорд и касательных в Microsoft Excel. 
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8. Таким образом, в данной задаче мы графически и аналитически от-

делили корень уравнения 0arccos 2 =- xx  и решили это уравнения четырьмя 

способами с точностью 510-=e . Решение искали на отрезке [ ]9,0;0 . 

Предварительно мы исследовали поведение первой и второй производ-

ной на указанном отрезке, убедились, что они не меняют знак и не обраща-

ются в ноль на данном отрезке, что позволяет применять для решения данно-

го уравнения метод хорд, метод касательных и комбинированный метод.  

Для достижения заданной точности методом половинного деления по-

надобилось 17 итераций, методом хорд 5 итерации, методом касательных 4 

итерации и комбинированным методом 3 итерации. 

Ответ: 00001,082413,0 ± . 

 

2.7. Задания для выполнения лабораторной работы 
 

Ход выполнения лабораторной работы: 

1. Изучить теоретический материал по данной теме. 

2. Отделить корни графически, используя пакет MathCad. Выбрать от-

резок. Проверить выполнение достаточных условий существования единст-

венного корня на отрезке. Исследовать первую производную ( )xf ¢  и вторую 

производную ( )xf ¢¢  на отрезке [ ]ba; . Убедиться, что на данном отрезке про-

изводные не обращаются в нуль и их знаки не изменяются. 

3. Найти значение корня с точностью 710-=e : 

3.1) методом половинного деления; 

3.2) методом хорд; 

3.3) методом касательных; 

3.4) комбинированным методом; 

4. Сделать вывод. 
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Таблица 2 
Задания для лабораторной работы № 2 

Номер 
варианта Уравнение Номер 

варианта Уравнение 

1 ( ) 0cos3 =- xx p  15 ( ) 0cos54 3 =- xx p  

2 0cosln2 =- xx  16 0
2

cos2 3 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

xx p  

3 05
4

cos 4 =-÷
ø
ö

ç
è
æ xxp  17 ( ) 0sin2 2 =- xx p  

4 0
3

sin
3
=-

xx  18 0lnsin
2
1

=- xx  

5 ( ) 0cos =- xxp  19 ( ) 0sin2
6

2
=- xx p  

6 0
3

sin2ln4 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

xx p  20 0
3
1ln3 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

x

x  

7 0
4
12 3 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

x

x  21 0
33

ln4
2
=+÷

ø
ö

ç
è
æ xx  

8 ( ) 0
2
13 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

x

xtg p  22 0
3

ln3
3
=-

xx  

9 04
3

ln 3 =+÷
ø
ö

ç
è
æ xx  23 03

2
2 =-÷

ø
ö

ç
è
æ xxtg p  

10 0
3
1

2
=÷

ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ

xxtg p  24 0
3
13 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

x

x  

11 0
2

ln
3
=+

xx  25 0
4

cos
3

ln =÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ xx p  

12 0
3

ln3
2
=+

xx  26 03ln2 2 =+ xx  

13 0
2

cos23 3 =÷
ø
ö

ç
è
æ-

xx p  27 0
3

ln2 3 =+÷
ø
ö

ç
è
æ xx  

14 0cos 2 =- xx  28 0
2

cos3
2

ln2 =÷
ø
ö

ç
è
æ-÷

ø
ö

ç
è
æ xx p  
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