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ВВЕДЕНИЕ 

Основой для моделирования процессов термообработки гетерогенных 

систем является современная теория тепломассопереноса. Сегодня достигнуты 

определенные успехи в развитии математического описания процессов терми-

ческой обработки дисперсных, волокнистых  и листовых материалов. Однако 

до сих пор преобладают так называемые балансовые  модели. Численные мето-

ды решения задач тепломассопереноса, в особенности осложненного фазовыми 

или химическими превращениями, достаточно громоздки и трудоемки. Анали-

тические методы теории нестационарного переноса дают  возможность нагляд-

ного и удобного анализа явлений, позволяют выявить влияние всех параметров 

процесса, выявить существенные из них, т.е. провести аналитический анализ 

решения задачи тепломассопереноса. Развитие аналитических методов матема-

тического описания тепломассобенных процессов важно также  для создания 

компьютерных, информационных технологий автоматизированного проектиро-

вания нового оборудования и ресурсосберегающих химико-технологических 

систем. 

        Таким образом, актуальным и имеющим важное практическое значение 

является дальнейшее развитие  единой методологии построения теории явлений 

переноса в процессах термообработки гетерогенных систем, основанной, в ча-

стности, на  аналитических методах теории теплопроводности.   

В данной работе рассматривается  аналитический метод решения задач 

стефановского типа - метод дифференциальных рядов, который применяется  

для решения ряда задач тепломассопереноса с подвижной границей. Возможно-

сти данного метода проиллюстрированы  на примере моделирования процессов 

сублимации, сушки, реакции термического разложения.  Обосновывается воз-

можность применения метода дифференциальных рядов, представлены резуль-

таты численного эксперимента.  
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1. Методы решения задач тепло- и массопереноса для областей  

с подвижными границами. Обоснование применимости метода 

дифференциальных рядов 

 Круг задач теории теплопроводности исключительно обширен и непре-

рывно пополняется большим количеством новых результатов. Решению урав-

нений теплопроводности посвящено большое количество работ отечественных 

и зарубежных авторов, среди которых надо выделить, в первую очередь,  рабо-

ты    А.В. Лыкова[1-3],  Г.  Карслоу Г.  и   Д.  Егера [4,5],  Г.А.Гринберга [6], 

Б.Я. Любова [7]. Всесторонний анализ, обобщение методов аналитической тео-

рии теплопроводности приведены в монографии Э.М. Карташова [8]. Теорети-

ческим основам моделирования тепломассопереноса посвящены работы Рудо-

башты С.П. [9], Федосова С.В. [10].    Остановимся на   обзоре аналитических 

методов решения краевых задач в области с движущимися границами. Иссле-

дования в этом направлении ведутся, начиная с пятидесятых годов прошлого 

века [11]. Можно назвать ряд работ, в которых аналогичные задачи решаются 

численными методами [12-19]. Однако недостатком подхода, основанного на 

применении численных методов, является необходимость выполнения очень 

большого количества вычислительных операций и ограниченные возможности 

для аналитического исследования. Отдаем предпочтение аналитическим мето-

дам решения еще и потому, что необходимо соблюсти принцип «общности» 

при математическом описании процессов термообработки, а комбинированный 

метод предполагает, что на уровне микропроцесса краевая задача должна быть 

решена аналитически. Представление решения в аналитической форме имеет 

большую теоретическую ценность и практическую значимость. Аналитическое, 

в том числе и приближенное решение задачи, ориентированное на использова-

ние вычислительной техники, открывает более широкие возможности для мо-

делирования, оптимизации и управления тепло- и массообменными процесса-

ми. 
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Глубокий анализ аналитических методов решения краевых задач неста-

ционарной теплопроводности   в областях с движущимися границами дан в ра-

ботах Карташова Э.М. [8, 20].  

 Круг вопросов, при которых приходится сталкиваться с необходимостью 

решения уравнения теплопроводности (а также диффузии, волновых и т.п.) для 

областей, форма которых изменяется со временем, весьма широк и включает 

как случаи, когда движение границ задано, так и более сложные, когда это дви-

жение требуется определить из дополнительных условий задачи (задача Стефа-

на [11]). Именно последний тип задач будет интересовать нас в большей степе-

ни. Подобные проблемы возникают при теоретическом изучении процессов пе-

реноса энергии или массы, связанных с изменением агрегатного состояния ве-

щества, в задачах фильтрации, в задачах кинетической теории роста кристал-

лов, плавления и т.д.   

 С математической точки зрения краевые задачи теплопроводности в об-

ласти с движущейся границей (так называемые обобщенные краевые задачи) 

принципиально отличны от классических задач теплопроводности. Вследствие 

зависимости характеристического размера области переноса теплоты от време-

ни к этому типу задач в общем случае не применимы классические методы раз-

деления переменных и интегральные преобразования Фурье, так как, оставаясь 

в рамках классических методов математической физики, не удается согласовать 

решения уравнения теплопроводности с движением границы области теплопе-

реноса. Развитие этой проблемы более успешно шло для задач первого типа, 

когда закон перемещения границы известен. Точные решения задач подобного 

типа удавалось получить с помощью удачных догадок, искусственных приемов, 

причем для весьма ограниченного числа случаев движения границы (линейного 

или параболического), отрабатывая при этом классические методы теории ре-

шения дифференциальных уравнений математической физики: тепловых по-

тенциалов [21]; контурного интегрирования [22]; разложения искомой функции 

в ряд [23, 24]; «мгновенных» собственных функций Гринберга [25] и другие.   
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 Первые попытки получить аналитическим путем точное решение краевой 

задачи обобщенного типа в области с границей, движущейся по произвольному 

закону, приводили к системе интегральных уравнений Вольтера II рода (или 

интегро-дифференциальных), разрешить эту задачу не удавалось вследствие 

сложности ядер уравнения системы. Устанавливались лишь качественные ре-

зультаты для такого рода системы, доказывалось существование решения и его 

единственность [26].  

 Решение этой проблемы значительно продвинулось вперед в 70-х годах 

после выхода в свет серии фундаментальных работ Г.А. Гринберга с сотрудни-

ками [6, 25-28]. Было получено функциональное преобразование, переводящее 

краевую задачу теплопроводности обобщенного типа в подвижную систему ко-

ординат, в которой преобразованное уравнение теплопроводности допускало 

точное решение классическим методом разделения переменных для весьма ши-

рокого класса новых законов движения границы при соответствующих гранич-

ных условиях. 

 В дальнейшем в [29] было получено точное решение первой обобщенной 

краевой задачи в конечной области с границей, движущейся по произвольному 

закону в декартовой, цилиндрической  и сферической  системах координат. Ре-

шение второй и третьей краевых задач обобщенного вида во многих случаях 

приводится в конечном счете к классическим задачам, но с переменным во 

времени коэффициентом в граничном условии III рода. Этот класс задач рас-

смотрен в [30-32]. 

 Весьма эффективным методом решения задачи Стефана является метод 

дифференциальных рядов. Такое название метод получил потому, что его прак-

тическое использование предполагает вычисление производных любого поряд-

ка от выражений специального вида в общем члене ряда. Метод дает возмож-

ность в области с произвольно движущейся границей получить аналитическое 

решение краевой задачи теплопроводности при любом виде граничных усло-

вий. Первая формулировка метода содержится в работе Б.Я. Любова [33]. Ме-
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тод дифференциальных рядов получил развитие в работах Карташова Э.М. [29, 

24, 20].  

 В работе [7] метод дифференциальных рядов был использован для моде-

лирования процесса сублимации при обработке металла лучом лазера. Поста-

новка задачи имела следующий вид: 

;1
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 Здесь Q0 – разность удельных энтальпий твердой и газовой фазы; 
3/1

0 )4/3( p= cv , где c  - средняя скорость звука; RA /m=a ; m - теплота сублима-

ции при 0оК, рассчитанная на единицу массы; А – атомный вес металла; R – га-

зовая постоянная; q – падающий на поверхность полупространства 0³х  поток 

теплоты. 

 Требовалось определить y(t) и  T(x, t)  при 0 £  x £  y(t). Получено прибли-

женное аналитическое решение данной задачи. При этом искомые  функции 

найдены в виде бесконечного ряда дифференцируемых функций.  

С использованием данного метода в работе [7] проведен анализ плавле-

ния тел простейшей формы. Отмечено, что строгое доказательство сходимости 

полученных рядов требует специального рассмотрения, не попадающего в рам-

ки данного исследования. Вместе с тем, сопоставление нулевого и первого при-

ближения решения задачи с известными результатами инженерных расчетов 

позволяет судить о сходимости метода. Изложенный метод решения задачи бо-

лее эффективен, чем описанные в литературе инженерные и численные методы, 

т.к. во-первых, позволяет описать процесс на протяжении всего его течения, а 

не только на завершающей стадии, во-вторых, учесть влияние начального теп-
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лосодержания  на динамику изменения размеров и температуры тела. В силу 

указанных причин именно метод дифференциальных рядов был взят нами на 

вооружение при решении краевых задач теплопроводности с движущейся гра-

ницей фазового или  химического превращения.  

В математическом аспекте главной особенностью таких задач является 

специфическая связь скорости перемещения поверхности превращения и тем-

пературы на этой поверхности. 

Данная особенность позволила нам успешно применить метод дифферен-

циальных рядов для решения соответствующих краевых задач с движущейся 

границей при моделировании процесса сублимации сферической частицы, ге-

терогенной химической реакции частицы сферической формы, удаления орга-

нического растворителя из основы синтетической кожи (сушка пластины),  ис-

парения для тела  цилиндрической формы (сушка волокна). 

Далее проанализируем с этих позиций кинетические уравнения процесса 

сублимации, гетерогенной химической реакции и процесса испарения с участи-

ем твердой фазы. 

1. В процессе сублимации, для того чтобы учесть реальный массообмен 

на границе твердой и газовой фаз, необходимо знать зависимость равновесного 

давления пара от обратной температуры: 

T
MMPH

1ln 12 +=  ,                                                                                                 (1) 

где PН – давление насыщенных паров; T – температура на поверхности; М1, М2  

– постоянные коэффициенты.  

 Соответственно, уравнение, задающее закон движения фронта сублима-

ции )(tr , имеет вид: 

.
)),((

1exp 12 ú
û

ù
ê
ë

é
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
r

+b=
r

g- ГP
ttT

MM
dt
d                                                              (2) 

Здесь γ – плотность частицы; ρ(t) – закон движения поверхности сублими-

рующейся частицы; β – коэффициент массоотдачи; PГ – давление парогазовой 

смеси. 
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 2. При описании гетерогенной химической реакции, протекающей по 

схеме: 

,ГT
t

Т CBА +¾®¾    

константу скорости реакции можно представить следующим образом: 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-×-=

0
0 1))/(exp(

P
PRTQkk ,                                                                               (3) 

где  k – константа скорости разложения; Q  – энергия активации реакции, Т – 

температура в реакционной зоне; ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

0
1

P
P – множитель, позволяющий учиты-

вать кинетику внешнего массообмена в процессе реакции, т.е. условия отвода 

газового продукта реакции; R – универсальная газовая постоянная. 

 Соответственно уравнение, задающее закон движения фронта реакции в 

сферической частице, запишется в форме: 

.
)),((

exp
0

0 P
PC

ttRT
Qk

dt
d D

×÷
ø

ö
ç
è

æ
r

-=
r

g-                                                                      (4) 

 3. Кинетика массообмена на границе испарения определяется изменением 

концентрации паров испаряемой жидкости вблизи движущейся границы испа-

рения. Для того чтобы учесть реальный массообмен на границе испарения, не-

обходимо знать зависимость равновесного давления пара от температуры. В 

подавляющем большинстве случаев экспериментальные результаты представ-

ляются в виде линейной зависимости логарифма давления от обратной темпе-

ратуры. Следовательно, уравнение, задающее закон движения фронта испаре-

ния жидкости в твердом пористом теле будет иметь вид, аналогичный уравне-

нию (2).          

 Таким образом, общим  для указанных процессов фактором является 

связь скорости перемещения фронта превращения 
dt
dr  и температуры )),(( ttT r  

на этой поверхности, что позволяет решать данные задачи методом дифферен-

циальных рядов. 
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 Ниже показано, как проводится  моделирование тепломассобмена  в ряде 

химико-технологических процессов на основе решения методом дифференци-

альных рядов задачи нестационарной теплопроводности    с движущейся гра-

ницей.  

 

2. Задача теплопроводности для шара с внутренними  источниками 

теплоты и движущейся границей (задача Стефана) при моделировании 

процесса сублимации частицы в потоке газа переменной температуры 

 

2.1. Общие положения. Физическая модель 

Реализация парофазного крашения волокнистого материала возможна на 

основе совмещения процессов измельчения, механической активации – субли-

мации дисперсного красителя. Для математического описания совмещенного 

процесса измельчения – механической активации – сублимации твердого дис-

персного материала в аппаратах интенсивного действия [34] требуется по-

строение физической и математической модели процесса на уровне частицы. 

Построим математическую модель сублимации сферической частицы на основе 

решения задачи Стефана. Данную задачу удается решить аналитически, т.к. 

имеется специфическая связь скорости перемещения поверхности сублимации 

от температуры на этой поверхности (см. далее уравн. 2.4). 

Имеющиеся в литературе данные [35] позволяют представить процесс 

сублимации частицы в виде двух этапов: 1) нагрев частицы, 2) собственно суб-

лимация частицы. 

Мы изучали процесс сублимации дисперсных частиц в комбинированном 

аппарате типа измельчитель-активатор-сублиматор ударного принципа дейст-

вия. Отличительной особенностью процесса в аппарате такого типа является 

его проведение при высоких скоростях движения газовой и твердой фазы [34]. 

Вследствие этого частицы твердой фазы находятся во взвешенном состоянии, 

идет интенсивный теплообмен ее с высокоскоростной газовой средой. 
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Газовый поток получает тепло от обогреваемой стенки сублиматора. 

Кроме того он прогревается за счет деформаций вследствие активного турбу-

лентного движения и ударного нагружения. Очевидно, температура газовой 

среды имеет переменный во времени характер. К частице твердой фазы тепло 

подводится от нескольких источников и, прежде всего от газовой фазы, и от те-

плообменной поверхности. Кроме того, в  частице действуют внутренние ис-

точники теплоты различной физической природы, создаваемые импульсным 

ударным нагружением. Анализируя эволюцию внутренних источников тепло-

ты, мы пришли к выводу [36], что они имеют импульсный характер. В силу 

специфичности и сложности расчета мощности для каждого типа внутреннего 

источника в первом приближении можно положить, что внутри частицы дейст-

вуют мгновенные источники теплоты с определенной мощностью и распреде-

ленные по радиусу равномерно. 

Требование малости времени проведения процесса, что особенно важно 

для органических веществ, склонных к деструкции, заставляет искать дополни-

тельные способы интенсификации подвода тепловой энергии к частице. Одним 

из способов интенсификации энергоподвода является сочетание лучистого и 

конвективного теплообмена [37, 38]. Это возможно, если установить в аппарате 

радиационные источники теплоты. Лучистая энергия более равномерно погло-

щается толщей вещества и способствует процессу объемной сублимации [37]. 

Предполагаем, что лучистый теплообмен осуществляется по закону Бугера [39]. 

Энергия излучения поглощается не поверхностью, а некоторой толщей вещест-

ва. Поэтому в веществе появляются объемные источники теплоты, интенсив-

ность которых уменьшается вдоль направления распространения излучения. 

Таким образом, в результате тепловых эффектов, обусловленных подво-

дом внешней тепловой энергии, а также возникающих в результате механоак-

тивации, частица за короткое время получает количество теплоты, достаточное 

для осуществления процесса сублимации. 

Частица, попадающая в зону сублимации, имеет на поверхности темпера-

туру, равную температуре начала сублимации. Повышение плотности дефектов 
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структуры  (дислокаций, вышедших на поверхность частицы, вакансий, пор) 

выше равновесной вызывает увеличение скорости сублимации. При этом про-

исходит понижение как температуры начала испарения, так и энтальпии субли-

мации. 

Кинетика внешнего массообмена в процессе сублимации определяется 

изменением концентрации паров сублимата вблизи движущейся поверхности 

частицы. Разность температур между основной массой парогазовой смеси и по-

верхностью материала обеспечивает подвод тепла к сублимируемой частице, а 

разность концентраций создает поток пара от ее поверхности. 

В процессе сублимации частицы происходит как ее прогрев, так и 

уменьшение радиуса в соответствии с условиями внешнего массообмена. Сле-

довательно, для математического описания процесса сублимации дисперсных 

частиц на базе аппаратов ударного действия необходимо решение задачи теп-

лопроводности шара при граничных условиях третьего рода, неравномерном 

начальном распределении температуры и внутренних источниках теплоты, по-

рожденных ударным нагружением и  подводом лучистой энергии. Требуется 

также решить задачу о кинетике изменения размеров и температуры сублими-

рующейся сферической частицы, т.е. решить аналитически  задачу теплопро-

водности с движущейся границей. На решении этой задачи мы и остановимся. 

 

2.2. Математическая модель 

В соответствии с физическими посылками, рассмотренными выше, по-

строим математическую модель сублимации одиночной частицы твердой фазы 

в сублиматоре роторно-импульсного типа. Предполагаем, что этап прогрева ее 

закончен, и на поверхности частицы достигнута некоторая температура Т0, со-

ответствующая началу процесса сублимации. При этом внутри частицы имеет-

ся определенное неравномерное распределение температур. 

Для того чтобы учесть реальный массообмен на границе твердой и газо-

вой фаз, необходимо знать зависимость равновесного давления пара от темпе-

ратуры. В подавляющем большинстве случаев экспериментальные результаты 
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представляются в виде линейной зависимости логарифма давления от обратной 

температуры: 

lnP = a - 
T
b  . 

Математическая формулировка задачи о сублимации сферической части-

цы в потоке газа переменной температуры при наличии в ней внутренних ис-

точников теплоты, порожденных ударным нагружением и лучистым теплооб-

меном, с учетом массообмена между поверхностью частицы и окружающей 

средой сводится к задаче теплопроводности с подвижной границей при соот-

ветствующих краевых условиях: 
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T(r,0) = f (r);   f(R)  =T0;                                                                                        (2. 2) 
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¶
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r
tT     T(0,t) ¹ ¥ ;                                                                                       (2. 3) 

- ( ))())),((/1(exp( 12 tPttTMM
dt
d

-r+b=
r

g ;                                                       (2. 4) 

r(0) = R;                                                                                                                 (2. 5) 

l .))),(((),(
0)( dt

dQttT
r

trT
cобщtr

r
g+r-Qa=

¶
¶

r=                                                  (2. 6) 

 

Найти r(t) и T(r, t) при 0 £  r £ r(t). 

Здесь Т(r, t) – поле температур сферической частицы; R, r – соответствен-

но начальный и текущий радиус частицы; r(t) – закон движения поверхности 

сублимирующейся частицы; Q0 – удельная теплота сублимации; М1,  М2 – по-

стоянные коэффициенты в уравнении lnPH = M2 + M1/T, задающем зависимость 
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логарифма давления насыщенных паров от обратной температуры; P(t) – дав-

ление парогазовой смеси; b - коэффициент массоотдачи. 

 Для решения данной задачи применим метод дифференциальных рядов 

[7]. Решение находим в форме ряда: 

для r ¹ 0  
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для r = 0 

T(0,t)= s(t)  + å -d
g =

m

i
ii ttAс

1
0 )( .                                                                               (2.8) 

Здесь d0(t – ti) – единичная функция Хевисайда; 

W0 = )exp()0()1( REw
с

m--
g
m ; 

s(t) – произвольная функция, вид которой должен обеспечить сходимость ряда. 

Используя методы операционного исчисления, нетрудно показать, что функция 

(2.7) удовлетворяет уравнению (2.1). Подставив (2.7) в (2.4) и (2.6), получим: 
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Здесь введены следующие обозначения: 

М3 = М1;        l0 = )(exp( 2M
g
b .                                                                            (2.11) 

Температуру на поверхности представили в соответствии с уравнением  

(2. 4) в виде: 

T(r(t),t) = M3 ln-1 .
)()(

0

tPt

l

g
b

+r¢-
                                                                                                                (2.12) 

 В математическом аспекте главной особенностью задачи о сублимации 

является специфическая связь скорости перемещения поверхности твердого те-

ла и температуры на этой поверхности [15, 40]. 

     Система уравнений (2.9, 2.10) позволяет определить функции s(t) и  r(t). Она 

описывает кинетику изменения размеров сублимирующейся частицы и темпе-

ратуру твердой фазы. 

 Введем далее новые переменные: 
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 В новых переменных уравнения (2.9) и (2.10) можно переписать в виде: 
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Излагаемый метод позволяет решить задачу о сублимации сферической 

частицы при произвольном начальном распределении температур. Однако для 

конкретности дальнейшего изложения будем считать, что функцию f(r) можно 

аппроксимировать выражением: 

 

f(r)  = D0 + D1r2 ,                                                                                                 (2.16) 

 

где D0, D1 – известные постоянные величины. Тогда 
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 Систему нелинейных уравнений (2.14), (2.15) будем решать методом по-

следовательных приближений (методом малого параметра) [7]. Введем услов-

ный параметр малости x, который в конечном результате можно положить рав-

ным единице, тогда имеем: 
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Введем обозначение 
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R
ag                                                                                        (2.20) 

 Будем искать функции j(t) и Y(t) в форме рядов: 

j(t) = j0(t) + xj1(t) + x2j2(t) + … ,                                                                    (2.21) 
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Y(t) = Y0(t) + x Y1(t) + x23 Y2(t) +… .                                                                 (2.22) 

 В соответствии с (2.20), (2.22) функция g(t) также будет иметь некоторое 

разложение по степеням x: 

g (t) = gH(t) + xg1(t) + x2g2(t) + … ,                                                                   (2.23) 

где  

gH  = g(t) 0=t . 

 Несложно заметить, что  
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H                                                                                        (2.24) 

);()( 11 t=t¢ gY
R
a                                                                                                   (2.25) 

);()( 22 t=t¢ gY
R
a                                                                                                   (2.26) 

Тогда можно получить следующее разложение в ряд по степеням x: 
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Разложим exp(m(1-xY(t)) в ряд по степеням x  и умножим обе части выра-

жения (2.18) на (1-xY(t)), а (2.19) на (1-xY¢(t)). Подставим ряды (2.21), (2.22),  

(2.27) в полученные уравнения и приравняем коэффициенты при одинаковых 

степенях x. Получим системы уравнений соответственно для определения 

функций j(t) и Y(t) в нулевом приближении, т.е. j0(t) и Y0(t), в первом при-

ближении - j1(t) и Y1(t) и так далее. 

 В нулевом приближении: 
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В первом приближении: 
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Полученные уравнения решаем методом операционного исчисления, ис-

пользуя преобразования Лапласа – Карсона [41] и учитывая  начальные условия 

(2.17), а также уравнения (2.24 – 2.26). 

 Приближенное решение системы уравнений (2.24 – 2.26), (2.28 –2.31) 

имеет различное выражение для больших и малых значений числа Фурье t. Это 

связано с вопросом сходимости рядов, входящих в решение, при различных 

значениях t. 

 Для малых значений числа Фурье (t < 0,1) нами найдено следующее ре-

шение задачи в нулевом и первом приближении: 
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При решении задачи использовали тот факт, что при малых значениях t 

комплексный параметр р стремится к бесконечности и, в частности, 
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 Для больших значений t (t ³  0,1)  нами получено следующее решение 

задачи в нулевом и первом приближении: 

Y0(t) имеет по-прежнему вид (2.32); 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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P(t) = P3 t + P4, 

где G3, G4, P3, P4 – известные постоянные; 
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Окончательно решение в первом приближении будет иметь вид: 

Y(t) = Y0(t) + Y1(t);                                                                                           (2.38) 

 

r(t) = R(1- Y(t)); 
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     Аналогичным образом можно получить более высокие приближения реше-

ния данной задачи. 

     

2.3. Анализ решения, компьютерная реализация модели, выводы 

Предложенная математическая модель процесса сублимации позволяет 

определить непосредственно время сублимации частицы любого размера при 

указанных условиях. Действительно, если положить в уравнении (2.38) Y(t) 

равным 1 и подставить конкретные выражения Y0(t)  и Y1(t), соответствующие 

определенной области значений t, то получим алгебраическое уравнение отно-
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сительно переменной t. Корень данного уравнения определит время полной 

сублимации частицы при заданных условиях.  

Полученное уравнение можно решать одним из итерационных методов, 

например, методом простой итерации [42], представив его в виде 

).(t=t f     

Данный метод сходится при условии, что 

.1)( <t¢f   

Это условие в нашем случае выполняется естественным образом. Так, в 

нулевом приближении оно соответствует неравенству 

.)( *<t PP  

Действительно, в любой момент времени давление парогазовой смеси 

должно быть меньше давления насыщенных паров при той же температуре. 

Полученная математическая модель, разработанное алгоритмическое и 

программное обеспечение  позволяют провести расчет процесса сублимации 

сферической частицы с неравномерным начальным распределением температу-

ры при переменной температуре среды, с учетом действия внутренних источ-

ников теплоты, обусловленных ударным нагружением. При этом учитывается 

как реальный массообмен на поверхности частицы, так и область изменения 

числа Фурье.  

Расчет позволяет получить следующие зависимости:  

1)закон движения поверхности частицы в зависимости от времени 

( ;1,0£t  t>0,1) без учета и с учетом ударного нагружения, лучистого теплооб-

мена (рис. 2.1); 

2) поле температур в зависимости от времени с учетом и без учета дейст-

вия внутренних источников теплоты (рис. 2.2).  

Модель дает возможность рассчитать  время полной сублимации частицы 

любого радиуса при заданных условиях (табл.1). 
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                                                                                                            Таблица 1 

Время полной сублимации частицы бензойной кислоты исходного радиуса  
R при заданных условиях (R = 7×10-4 м; Bi = 0,02; b = 0,1) 

 
Условия сублимации     Л-  У-           Л-  У+    Л+  У-   Л+  У+ 

           P(t) = 0       0,33       0,30       0,25      0,22 

           P(t) = 1 + t       0,37       0,32       0,28      0,24 

 

В таблице введены следующие обозначения: + (-)  –  учитывается (не 

учитывается) действие внутренних источников теплоты, порожденных:  Л – по-

током лучистой энергии, У – ударным нагружением;  t , с.  

Вычислительный эксперимент был проведен для частицы бензойной ки-

слоты. Из графиков, представленных на рис. 2.1, 2.2, видно, что наличие внут-

ренних источников теплоты в частице ускоряет как прогрев частицы, так и мас-

сообмен на ее поверхности. 

 Анализ результатов вычислительного эксперимента, построенного на ос-

нове аналитического решения методом дифференциальных рядов краевой зада-

чи с перемещающейся границей, позволил показать, что для интенсификации 

процесса сублимации органических веществ целесообразно:  

1) проводить его в аппаратах ударного принципа действия с целью созда-

ния в частицах твердой фазы дополнительных источников теплоты;  

2) установить в аппарате источники лучистой энергии. 

 Расчеты по предложенной математической модели показали, что в аппа-

ратах интенсивного действия с несколькими источниками теплоты можно дос-

тичь малого времени сублимации, что важно, т.к. при длительном времени об-

работки возможна термическая деструкция материала. 
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Рис. 2.1. Закон движения поверхности частицы в зависимости от времени с уче-
том и без учета действия внутренних источников теплоты, обусловленных 
ударным нагружением и подводом лучистой энергии: 1 – без учета внутренних 
источников теплоты; 2 – с учетом ударного нагружения; 3 – с учетом подвода 
лучистой энергии; 4 – с учетом ударного нагружения и подвода лучистой энер-
гии  
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Рис. 2.2. Поле температур в частице в зависимости от времени (Bi = 0,02;  
b = 0,1; t = 0,2 c): 1 – исходное поле температур; 2 – без учета внутренних ис-
точников теплоты; 3 – с учетом внутренних источников теплоты  
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3. Сопряженная задача теплопроводности для шара с внутренними 

источниками теплоты и движущейся границей (задача Стефана) при 

моделировании термического разложения твердой частицы 

 

3.1. Общие положения 

Рассмотрим еще один химико-технологический процесс, математическую 

модель которого целесообразно построить на основе решения задачи Стефана 

методом дифференциальных рядов. Для расчета совмещенного процесса обжи-

га-измельчения-механической активации в соответствии со стратегией систем-

ного подхода требуется построение физической и математической модели про-

цесса на уровне частицы [43]. Математическая модель термического разложе-

ния твердой частицы может быть построена на основе аналитического решения 

задачи теплопроводности шара с движущейся границей превращения, т.к. имеет 

место специфическая зависимость скорости перемещения поверхности реакции 

от температуры на этой поверхности (см. далее уравн. 3.6).       

 

3.2. Физическая модель 

 При  описании топохимической реакции, протекающей в аппарате типа ре-

актор-измельчитель, на данном этапе приняты следующие допущения: основ-

ное вещество равномерно распределено по радиусу отдельной частицы; по-

верхностная концентрация  постоянна; собственно химическое превращение 

протекает по схеме А т ®В т +С г ; константу скорости разложения можно пред-

ставить следующим образом: 

 

k=k 0 exp(-E/(RT))(1-P/P 0 ),                                                                                     (3.1) 

 

где Е – энергия активации реакции, Т – температура в реакционной зоне. Со-

множитель (1-Р/P 0 ) в уравнении (3.1) позволяет учитывать кинетику внешнего 

массообмена в процессе реакции, т.е. условия отвода газового продукта реак-



38 
 

ции. Чем выше концентрация С г  в окружающей среде, тем меньше скорость 

реакции. 

 Собственно химическое превращение протекает на поверхности раздела 

А т - В т . Образовавшийся газ С г  диффундирует через пленку продукта реакции 

В т . С течением времени граница реакции продвигается к центру частицы (рис. 

3.1).    

3.3. Математическая модель 

 Сначала нами была решена аналитически задача о термическом разложе-

нии твердой частицы в предположении, что скорость истирания пленки высока, 

и отвод продукта не является лимитирующей стадией реакции [44]. На сле-

дующем этапе построения модели мы усложнили постановку задачи [45], при-

нимая во внимание, что в реальных условиях скорость истирания пленки ко-

нечна, и газ диффундирует через образующуюся пленку продукта В т . Вместе с 

тем полагаем, что образуется пленка с высокой пористостью, и диффузия не 

является лимитирующей стадией реакции. 

 Нами построена математическая модель термического разложения твердой 

частицы в наиболее общем виде. В ней учтены механоактивационные эффекты, 

возникающие при импульсном механическом нагружении частиц дисперсной 

фазы. Считаем, что тепло к частице подводится от газовой среды с переменной 

температурой, а также за счет импульсных источников теплоты, действующих 

внутри частицы. Механоактивационные эффекты учитываются также в пони-

жении энергии активации химической реакции и температуры начала реакции.  

 Математическая формулировка задачи имеет вид: 

Уравнение прогрева инертного ядра частицы: 
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Начальные и граничные условия: 

T(r,0)= f(r), 0 £ r £ R;                                                                                             (3.3) 

¥¹=
¶

¶ ),0(;0),0( tT
r

tT ;                                                                                           (3.4) 

.)0( R=r                                                                                                                   (3.5) 

 

Закон движения фронта реакции в сферической частице: 
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Уравнение прогрева пленки продукта реакции: 
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Граничное условие: 
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.                                                                        (3.10) 

Требуется найти r(t);  T(r,t)  при  0 £ r £ r(t); f(r,t)   при  r(t) £ r £ R,  

 t > 0.       

Данная краевая задача представляет собой задачу о теплопроводности со-

пряженных сферических областей с движущейся границей превращения (задача 

Стефана). 

В математическом аспекте главной особенностью задачи о термическом 

разложении является связь скорости перемещения границы реакции и темпера-

туры на этой границе (см. ур. 3.6). 
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Для решения этой задачи применяли метод дифференциальных рядов [7]. 

Решение находили в виде рядов: 
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         при r=0 

).();0( tstT =                                                                                                         (3.13) 

Излагаемый метод позволяет решить задачу при любом начальном рас-

пределении температур в частице. Для конкретности изложения считаем, что 

функцию f(r) можно аппроксимировать выражением: 

 

f( r) = D0 + D1×r2 .                                                                                               (3.14) 

 

Метод малого параметра при решении данной краевой задачи позволяет 

получить приближенное аналитическое решение с любой степенью точности. 

Здесь представлено решение в нулевом приближении при малых числах 

Фурье (F0 £ 0,01). 

Решение имеет вид: 
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3.4. Численная реализация полученного решения, его анализ и выводы 

 По данной математической модели проведен расчета кинетики топохи-

мической  реакции с учетом механоактивационных эффектов. Расчет позволяет 

построить следующие зависимости: закон изменения во времени радиуса, огра-

ничивающего поверхность реакции без учета и с учетом действия внутренних 

источников теплоты (рис. 3.2); поле температур непрореагировавшего ядра час-

тицы (рис. 3.3); поле температур пленки продукта реакции (рис. 3.4).   Расчеты  

проведены  для  процесса  термического  разложения карбоната кальция:  

 

СаCO 3®СаО +CO 2 . 

  

 Вычислительный эксперимент, а также анализ экспериментальных дан-

ных [46] показал, что процесс термического разложения частицы протекает 

достаточно медленно, поэтому для его интенсификации целесообразно осуще-

ствлять реакцию в реакторе-измельчителе. Это позволит повысить скорость 

разложения как за счет увеличения удельной поверхности  частиц, так и в ре-
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зультате инициации механоактивационных эффектов (возникновения внутрен-

них источников теплоты, снижения энергии активации реакции). 

Математическая модель позволяет рассчитывать кинетику топохимиче-

ских реакций при заданных условиях. Действительно, масса непрореагировав-

шего ядра частицы в момент времени t    

 

N(t) =
3
4 pgr 3 (t),                                                                                                      (3.22) 

 

тогда количество вещества, разложившегося в единицу времени, находим со-

гласно  

 

dt
dN  = 4pgr 2 (t)

dt
dr , 

 

где r(t) вычисляем по формуле (3.15). 

 Кроме того, данная модель позволяет определить время полного разло-

жения частицы любого радиуса в  аппарате комбинированного действия. Для 

этого достаточно в соответствии с (3.15) решить алгебраическое уравнение  

 

Y 0 ( t ) = 1                                                                                                                (3.21)  

 

относительно t . Корень данного уравнения определит время полного разложе-

ния частицы исходного радиуса  R при заданных условиях. В общем случае по-

лучаем нелинейное алгебраическое уравнение, которое можно решить одним из 

итерационных методов, представив выражение (3.21) в виде 

 

).(ty=t  

 



44 
 

 В нулевом приближении в случае отсутствия внутренних источников те-

плоты  время полного разложения частицы определяем по формуле [45]: 

 

t = R 0Pg exp(Q/(Rf(R))/(ck 0 DP). 

  

 Отметим, что полученная математическая модель содержит аналитиче-

ское решение задачи, что  предпочтительнее численного решения. Эта модель 

является составной частью математического описания совмещенных процессов, 

включающих измельчение и термическое разложение в реакторах с механиче-

ским нагружением обрабатываемого материала. Системный подход позволяет 

применить построенную модель при описании обжига в реакторах различного 

конструктивного оформления. 

ВТ   СГ

АТ

СГ

r

r
R

 

Рис. 3.1. К расчету термического разложения регулирующей сферической час-
тицы 
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Рис.3.2. Зависимость r(t) при Bi = 0,02; q =1273К без учета (1)  и с учетом (2) 
ударного нагружения 
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Рис. 3.3. Поле температур инертного ядра СаСО3 при Bi = 0,02; q =1273К; 
t = 0 (1), 10 (2), 30 (3), 50 (4) с 
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Рис. 3.4. Поле температур пленки продукта реакции при Bi = 0,02; q = 1273К,  
t = 50 с 
 

4. Сопряженная задача теплопроводности для бесконечной пластины с 

движущейся границей испарения в ней (задача Стефана) 

 

4.1. Общие положения 

Для расчета процесса отгонки органического растворителя из высокопо-

ристой основы материала в токе перегретого пара требуется построение физи-

ческой и математической модели процесса. Процесс разделяется  на отдельные 

стадии, включающие, в частности, прогрев пластины кожи, испарение раство-

рителя, испарение воды.  

Математическая модель процесса испарения может быть построена на 

основе аналитического решения задач теплопроводности пластины, а также на 

основе решения сопряженных задач теплопроводности пластины с движущейся 

границей фазового перехода. Решение таких задач возможно, т.к. имеет место 

специфическая связь скорости перемещения поверхности испарения от темпе-

ратуры на этой поверхности (см. далее уравнение 4.6). 



47 
 

4.2. Физическая модель 

При моделировании периода падающей скорости испарения растворителя 

считаем, что происходит углубление локализованного фронта испарения рас-

творителя. Температура поверхности материала становится выше 930С, но не 

достигает температуры испарения воды (1000С). На поверхность пластины   

x=R теплота поступает конвективно от перегретого пара qa. Граница испарения 

растворителя )(t= yx  (0 £ y(t) £ R) продвигается в глубь пластины. Слой вы-

сушенного материала прогревается. На движущуюся границу испарения рас-

творителя )(t= yx  теплота поступает за счёт теплопроводности (ql) и за счёт 

конденсации водяного пара (qконд). Вся подведённая теплота идёт на испарение 

растворителя с движущейся границы раздела фаз. Влажный внутренний слой не 

прогревается. Схема, иллюстрирующая период падающей скорости испарения 

растворителя, представлена на рис. 4.1. 

     
 

Рис. 4.1. Схема тепловых потоков в период падающей скорости испарения рас-
творителя 
 

Кинетика массообмена на границе испарения определяется изменением 

концентрации паров растворителя вблизи движущейся границы испарения. Для 
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того чтобы учесть реальный массообмен на границе испарения, необходимо 

знать зависимость равновесного давления пара от температуры. В подавляю-

щем большинстве случаев экспериментальные результаты представляются в 

виде линейной зависимости логарифма давления от обратной температуры: 

Ln *
РР   = М1  -   T

М2 . 

Таким образом, необходимо решить сопряженную задачу теплопроводно-

сти для бесконечной пластины при граничных условиях третьего рода, нерав-

номерном начальном распределении температуры, с движущейся границей  фа-

зового превращения (задача Стефана). 

 

4.3. Математическая модель 

Математическая постановка задачи об испарении жидкости из пластины 

сводится к сопряженной задаче теплопроводности с подвижной границей при 

соответствующих краевых условиях:  
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Ry =)0( ;                                                                                                                 (4.7) 

 

)();( 1 xfxT =t ; ( ) испрTyT =tt);( ;  )(0 t££ yx .                                        (4.8)                               

 Требуется найти: )(ty  и );( tf x  при Rxy ££t)( . 

Здесь );( tf x – поле температур слоя высушенного материала; )(tРP – 

парциальное давление растворителя; β1– коэффициент массоотдачи;  f1(x) – из-

вестное, симметричное относительно центральной плоскости пластины, рас-

пределение температуры. 

Для решения данной задачи применим метод дифференциальных рядов 

[7]. Поместим начало координат в середину пластины, и будем считать распре-

деление температур в ней четной функцией х. Тогда распределение температур 

внутри сухого слоя (y(t) £ x £ R) в любой момент времени можно представить 

выражением 
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xx ,                                                                   (4.9)    

 

удовлетворяющим уравнению (4.1), где В(t) - произвольная функция, вид кото-

рой должен обеспечить сходимость ряда. 

Подставив (4.9) в (4.3) - (4.6), получим систему уравнений для определе-

ния функций y(t) и B(t): 

y(0) = R;      

                                                                                                                               (4.10) 
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 Здесь  

).exp( 10 Ml
g
b

=    

 Выполнение начальных условий задачи обеспечивается соответствую-

щим выбором величин )(t
t

B
d
d

n

n
 при t = 0. Если, например, начальное распре-

деление температур аппроксимируем выражением  

 

f(х,0) = D0 + D1x2+D2x4, 

 

тогда  

B(0) =D0 ,    
0=ttd

dB =2!aD1;   
0

2

2

=ttd
Bd =4!aD2.                                                  (4.14) 

 Введем далее новые переменные:  

 

Fo = ;2R
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R
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Заметим, что в силу (4.13) 
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     В новых переменных уравнения (4.10 – 4.13) можно переписать в виде: 

 

X(0)=0;                                                                                                                (4.16) 
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     Здесь  
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Решаем систему (4.16 – 4.19) методом последовательных приближений, 

точнее, методом малого параметра. Введем параметр малости x, который в ко-

нечном результате можно положить равным нулю, тогда имеем: 

X(0)=0;                                                                                                                   (4.20) 
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Введем обозначение 

 

 g(Fo) = )Fo()Fo( PX
R
a

g
b

+¢ .                                                                               (4.24) 

 

 Будем искать функции s(Fo) и X(Fo) в форме рядов:  

 

X(Fo) =  X0(Fo) + x X1(Fo) + x2 X2(Fo) + … ;                                                     (4.25) 

s(Fo) =  s0(Fo) + x s1(Fo) + x2 s2(Fo) + … ;                                                           (4.26)  

=¢ )Fo(X  ...)Fo()Fo()Fo( 2
2

10 +¢x+¢x+¢ XXX  .                                                    (4.27) 

 

 В соответствии с (4.24),  (4.25) функция g(Fo) будет также иметь некото-

рое разложение по степеням x : 

 

g(Fo) = gH(Fo) + x g1(Fo) +x2 g2(Fo) + … ,                                                          (4.28) 

 

где  

gH = l0 exp(
)0(1

2
f
M ), 

 в то же время  

gН(Fo) = )Fo()Fo(0 РX
R
a

g
b

+¢ ,  
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g1(Fo) = )Fo(1
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 Разложим в  (4.21)  выражение    
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Подставим ряды (4.25 – 4.27) и (4.30) в систему уравнений (4.20-4.23) и  

приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x. Получим системы 

уравнений соответственно для определения функций X(t) и s(t) в нулевом при-

ближении, то есть X0(t) и s0(t), в первом приближении - X1(t) и s1(t) и так далее. 

В нулевом приближении: 

X0(0)=0;                                                                                                                (4.31) 
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В первом приближении: 

X1(0)=0;                                                                                                                (4.35) 
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Полученную систему уравнений решаем методом операционного исчис-

ления, используя преобразования Лапласа – Карсона [41], с учетом начальных 

условий (4.15) и уравнений (4.29). 

 Приближенное решение системы имеет различное выражение для боль-

ших и малых значений числа Фурье Fo. Это связано с вопросом сходимости ря-

дов, входящих в решение, при различных значениях Fo. 

 Для немалых значений числа Фурье (Fo > 0,01) нами найдено следующее 

решение задачи в нулевом приближении: 
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Окончательно решение в нулевом приближении примет вид:  
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где )(0 tB  определяется в соответствии с (4.15) и (4.40).  

Формулы (4.39), (4.40) удовлетворяют заданным начальным условиям 

Х0(0) = R, 

 s0(0) = 
кондq

D l0 . 

 

 4.4. Анализ решения, компьютерная реализация модели,  выводы 

Полученное аналитическое решение задачи теплопроводности пластины с 

движущейся границей фазового перехода дает возможность в любой момент 

времени определить количество испарившейся жидкости, а также установить 

температуру в любом сечении пластины. Данная модель позволяет определить 

время, за которое жидкость полностью будет удалена из пластины. 
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Нами разработано алгоритмическое и программное обеспечение расчета 

процесса испарения по данной модели, что позволяет получить, например, сле-

дующие зависимости:  

1) закон движения поверхности испарения в зависимости от времени (рис. 

4.2.);  

2) поле температур высушенного слоя материала в зависимости от време-

ни (рис. 4.3). 

Заметим, что при фиксированных значениях критерия Фурье из рассмат-

риваемой области в формулу (4.40)   входят абсолютно сходящиеся   числовые 

ряды. Для инженерных расчетов достаточно двух членов ряда (4.42), т.к. поле 

температур при указанных выше условиях, как правило, аппроксимируется 

квадратичной функцией координаты х. 

       Сопоставление приближенного решения и результатов эксперимента пока-

зывает, что нулевое приближение отличается от экспериментальных данных  

менее чем на 10%, а первое – менее, чем на 4%.  

В качестве примера на рис. 4.1. представлены результаты сопоставления 

экспериментального и приближенного аналитического определения y(t) (экспе-

риментальные данные приведены для процесса сушки синтетической кожи от 

п-ксилола [47]).  

Таким образом, уже нулевое решение удовлетворяет требованиям инже-

нерного расчета.  

      Аналитическое решение данной задачи легло в основу математической мо-

дели процесса удаления органического растворителя из пластины синтетиче-

ской кожи в токе перегретого водяного пара как на стадии падающей скорости 

испарения растворителя, так и на стадии падающей скорости испарения воды.  
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Рис. 4.2. Изменение во времени положения границы испарения жидкости из 
пластины на стадии падающей скорости сушки (Q = 1100С): 1 – эксперимент; 2 
– нулевое приближение; 3 – первое приближение 
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Рис. 4.3. Изменение во времени поля температур высушенного слоя пластины 
(R = 0,0014 м; Q = 1100С): 1 – начальное поле температур влажного слоя; 2 –  
поле температур высушенного слоя соответственно через  10 с; 3 – через 20 с; 4 
– через 30 с; 5 –  через 40 с  
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5. Задача теплопроводности для тела цилиндрической формы  

с движущейся границей фазового перехода на примере процесса  

сушки волокна 

 

5.1. Общие положения 

Нагрев и сушка волокна составляют основу многих технологий перера-

ботки волокнистых материалов, технологий композитов, биокомпозитов, мате-

риалов медицинского назначения, текстильной и пищевой промышленности. 

Сушка является энергоемким процессом. Необходимость сохранения качества 

высушиваемых материалов приводит к увеличению длительности процесса, 

следовательно, к значительному потреблению тепловой и электроэнергии.  

С целью расчета процесса сушки волокнистого материала аналитически 

решен ряд задач нестационарной теплопроводности для тел цилиндрической 

формы, в том числе и с движущейся границей фазового перехода, с учетом ин-

тенсифицирующего влияния внутренних источников теплоты различной физи-

ческой природы.  

При конвективной сушке волокна за счёт передачи теплоты от нагретого 

воздуха к его поверхности посредством конвекции последовательно протекают 

следующие стадии процесса: прогрев волокна; испарение влаги с поверхности 

волокна; углубление локализованного фронта испарения. В соответствии с фи-

зической моделью строили математическую модель для каждой стадии сушки, 

в частности, описывали первый и второй периоды сушки. Моделирование  пе-

риода с падающей скоростью сушки (второй период сушки) требует   решения 

задачи теплопроводности с движущейся границей.  

 

5.2. Физическая модель 

Когда содержание влаги в материале достигает критического значения, 

начинается период «падающей скорости сушки», в котором на скорость  сушки, 

наряду с внешним диффузионным сопротивлением, оказывает влияние диффу-

зионное сопротивление материала (смешанно-диффузионный кинетический 
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режим). По мере убыли влаги в материале роль внутреннего диффузионного 

сопротивления возрастает и на заключительной стадии сушки оно доминирует 

– наступает внутридиффузионный кинетический режим сушки, при котором 

процесс полностью контролируется диффузионным сопротивлением материала. 

У ряда материалов, к числу которых относятся, в первую очередь, гранулиро-

ванные и волокнистые полимеры, высушиваемые от внутренней влаги, после 

удаления поверхностной влаги в первом периоде сушки процесс сразу перехо-

дит во внутридиффузионный кинетический режим, т. е. переходная область 

смешанно-диффузионного кинетического режима отсутствует. Основной дви-

жущей силой внутреннего массопереноса является градиент влагосодержания 

материала. Обусловленный им поток влаги называют массопроводностью [9] 

или диффузией влаги в материале [2]. 

С момента начала периода падающей скорости сушки у ряда материалов 

может происходить углубление локализованного фронта испарения воды. К 

этим материалам относятся макрокапиллярно-пористые материалы (при опре-

деляющем радиусе пор rопр > 10-6 м), гидрофобные капиллярно-пористые и кол-

лоидные капиллярно-пористые материалы, содержащие тем или иным путём 

иммобилизованную внутреннюю влагу. У всех этих материалов затруднён пе-

ренос влаги к его поверхности из глубинных слоёв, т. к. не работает механизм 

капиллярного массопереноса. Это заставляет поверхность испарения отступать 

в глубь материала в процессе сушки. 

Рассмотрим этот случай более детально - применительно к телу цилинд-

рической формы. На поверхность волокна теплота поступает конвективно от 

потока горячего воздуха, имеющего температуру )(tq . Граница испарения 

r = y(t) отступает в глубь цилиндра. Просушенный цилиндрический слой 

( Rrty <<)( , рис. 5.1) материала прогревается. На движущуюся границу испа-

рения теплота поступает за счет теплопроводности. Примем, что вся подведен-

ная теплота идет на испарение влаги с движущейся границы раздела фаз, по-

этому внутренний влажный слой материала ( )(0 tyr << , рис. 5.1) не прогрева-
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ется. Следует заметить, что через сухой слой проходит парообразная влага, а в 

ядре волокна находится вода. Их плотности отличаются в ~1000 раз. Кинетика 

массообмена на границе испарения определяется изменением концентрации па-

ров воды вблизи движущейся границы испарения. Для того чтобы учесть ре-

альный массообмен на границе испарения, необходимо знать зависимость рав-

новесного давления пара от температуры. Примем, что на поверхности испаре-

ния влагосодержание материала не ниже максимального гигроскопического. Из 

этого следует, что давление пара у поверхности является функцией только тем-

пературы. Зависимость давления насыщенного пара от температуры в подав-

ляющем большинстве случаев представляют в виде линейной зависимости ло-

гарифма давления от обратной температуры [48]: 

 
T

MMP 2
1ln -=H  . 

 Схема, иллюстрирующая период падающей скорости сушки, представле-

на на рис. 5.1. Расчет по предложенной модели проводим до тех пор, пока вла-

госодержание материала не достигнет заданного значения.  

 

                                                                                                θ(t) 

 
Рис. 5.1. Схема тепловых потоков в периоде падающей скорости сушки 
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5.3. Математическая модель 

Поместим начало координат на центральной оси цилиндра и будем считать 

распределение температур четной функцией r. Математическая постановка за-

дачи о сушке волокна во втором периоде при указанных выше условиях сво-

дится к сопряженной задаче теплопроводности для неограниченного цилиндра 

с подвижной границей фазового перехода, при соответствующих краевых усло-

виях (задача Стефана):  

÷
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l ;                 (5.2)  

);),(()),(( ttyTtty =F                  (5.3)  

r
tty

¶
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l
)),(( + ;0* =er

dt
dyr                 (5.4) 

÷÷
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ö
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è

æ
-=er- )(

)),((
exp 1

2 tP
ttyT

MMK
dt
dy

P ;               (5.5) 

;)0( Ry =                             (5.6)  

).(0),(),( 1 tyrrftrT ££=                               (5.7)  

 Требуется найти ),(),( trty F  при 0>t , Rrty ££)( .  

Здесь ),( trF  – поле температур высушенного слоя (K); )(tP  – парциальное 

давление водяного пара в воздухе (Па); )(1 rf  – симметричное относительно цен-

тральной оси цилиндра распределение температуры во влажном материале в 

момент начала второго периода сушки; r  – плотность воды (кг/м3); e – порис-

тость материала (м3/м3); *r  – теплота парообразования (кДж/кг);  

1 1 ( )
Э

R y t
K D

-
= +
b

,                    (5.8) 

K
1  – общее сопротивление массопередаче (с/м);  
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п
p

KK
R Т*

=  – коэффициент массопередачи по газовой фазе, отнесённый к разно-

сти парциальных давлений пара (кг/(м2 с Па); 

К – коэффициент массопередачи, выраженный по газовой фазе и отнесённый к 

разности концентраций пара (кг/(м2 ×с ×кг/м3 )); 

п
Дж462

кг К
R* =

×
 – газовая постоянная водяного пара; 

Т  – средняя температура водяного пара на интервале от ( ( ), )T y t t до θ; 

β – коэффициент массоотдачи, отнесённый к разности концентраций пара  

 (кг/м3)); 

эD  – эффективный коэффициент диффузии пара в пористой среде (высохшем 

слое) (м2/с) [9]. 

 Данная задача Стефана (5.1-5.8) решена нами аналитически с использова-

нием метода дифференциальных рядов [8]. Аналитическое решение этой задачи 

возможно, т.к. имеет место специфическая связь скорости перемещения грани-

цы испарения от температуры на этой поверхности (ур. 5.5). Модель позволяет 

определить поле температур высушенного слоя и закон перемещения границы 

испарения, т.е. рассчитать кинетику процесса сушки волокна. Метод позволяет 

найти решение при любом начальном распределении температур. Для опреде-

ленности будем предполагать, что имеет место квадратичное начальное распре-

деление температур в цилиндре, симметричное относительно центральной его 

оси. Тогда распределение температур внутри высушенного слоя в любой мо-

мент времени можно представить выражением (дифференциальным рядом), 

удовлетворяющим уравнению (5.1): 
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rtr ,                (5.9)

 
 

где B(t) – произвольная функция, вид которой должен обеспечить сходимость 

ряда (5.9). В выражении (5.5) отражена указанная выше симметрия тепловых 

полей в нашей задаче.  
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Уравнение (5.4) описывает тепловой баланс на перемещающейся в про-

цессе сушки границе фазового перехода. Подставив (5.9) в (5.4), находим 
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dyr .             (5.10)

 

Кроме того, ясно, что в силу (5.3) и (5.9) справедливо 
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Граничное условие (5.2) с учетом (5.9) примет вид 

å
¥

=

-
l

1
22

12
)(

2)!(
2

n
n

n

nn

n
tB

dt
d

an
nR

= )).(
2)!(

)((
0

22

2
tB

dt
d

an
Rt

n
n

n

nn

n

å
¥

=
-qa                             (5.12) 

Выражения (5.5), (5.6), (5.10), (5.11), (5.12) служат для определения функции 

y(t) и B(t). 

Выполнение начальных условий задачи обеспечивается соответствую-

щим выбором величин n

n

dt
tBd )(  при t = 0. Будем считать, что начальное распре-

деление температур можно аппроксимировать выражением:  

=)0,(rФ  f1(r)= D0 + D1r2,               (5.13) 

где 10 , DD  - постоянные величины. Тогда  
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Обозначим  

0)( >-=u
dt
dyt .                   (5.15)
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Пусть 

÷
ø

ö
ç
è

æ
+

F
-

er
=

er
+u= 2

1
)),((

exp
)(

)()( M
tty

MKKtp
ttg pp                     (5.16) 

или 



64 
 

( ) ( ) ( ))pK
g t y t P t¢= - +

er
.                         (5.17) 

Введем обозначения:  

).p(eх 20 Мkl
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=                                             (5.18)  

Тогда  
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Разделив обе части уравнения (5.19) на g(t) и логарифмируя его, получим 
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               (5.20) 

Получили еще один вид граничного условия на границе фазового перехода.  

При t = 0 из (5.16) получим     

1
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1

(0) exp( ) (0)
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p
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Обозначим g(0) = gH .                (5.22) 
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Из (5.20) и (5.22) получим тождество  

.
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1
1

нg
l

MRf =                                                                                 (5.24)  

При малых значениях  t  функцию  g(t)  следует искать   в  виде   формального  

ряда [7]:  

K+x+x+= )()()( 2
2

1 tgtggtg н .                   (5.25) 

Функция
 
g(t) – это производная для некоторой функции z(t), т.е  

)()( tgtz =¢ .  

Тогда с учетом (5.17) z(t) можно выразить в виде:  
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При малых значениях t функцию z(t) можно представить в виде формального 

ряда: 
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Приравнивая (5.26) и (5.27), получим 

...)()()()()( 2
2

1
0

+x+x+=
er

+-= ò tztztgdttP
K

tytz H

t

r
p  .           (5.28) 

В формуле (5.20) выражение 
)(

ln 0

tg
l  представим в виде ряда по степеням мало-

го параметра ξ:    
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т.к. xx @+ )1ln(  при 0®x . Здесь )()( 11 tztg ¢= , )()( 22 tztg ¢= , … . 

Температуру в просушенном слое ищем в виде ряда (5.9). 

Перепишем условие (5.3) на границе раздела фаз в виде: 
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Подставим ряд (5.9) в (5.30): 
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Подставив ряд (5.9) в (5.7)), получим (5.10). Подставив ряд (5.9) в (5.2), полу-

чим (5.12). 
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Выпишем получившуюся систему уравнений для определения функций 

у(t) и B(t):  

y(0)=R;                  (5.32) 
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Введем безразмерные величины  
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 а также обозначим 
cR
rN

*

= .  Тогда систему уравнений  (5.32)-(5.36) для опре-

деления В( t ) и Х( t ) можно переписать в виде: 
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где 
l
a

=
RBi . 

 Систему нелинейных уравнений (5.38)-(5.41) будем решать методом по-

следовательных приближений. Введем условный параметр малости ξ, который 

в конечном результате можно положить равным единице [7], тогда в (5.39), 

(5.40) имеем: 
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Представим искомые функции в форме рядов: 
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В новых переменных уравнение (5.17) примет вид: 
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В уравнении (5.39) имеем выражение   
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Из уравнения (5.48), учитывая (5.29), получим следующее разложение в ряд по 

малому параметру:  
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Нам требуется в уравнении (5.39) разложить в ряд по ξ выраже-

ние
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После подстановки рядов (5.44), (5.45), (5.46), (5.50) в уравнения (5.42), 

(5.43), приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ξ, получим в нуле-

вом приближении (из равенства коэффициентов при ξ0): 
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Система уравнений (5.52-5.54) служит для нахождения функций В0(τ) и Х0(τ). 

Из равенства коэффициентов при ξ получаем систему уравнений для нахожде-

ния В1(τ) и Х1(τ) (первое приближение): 
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Приравнивание коэффициентов при ξ2 дает систему уравнений для нахо-

ждения В2(τ) и Х2(τ), т.е. позволяет найти второе приближение решения задачи: 

0)0(2 =X ;                                   (5.59) 
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Подставим выражения g(τ) и Х`(τ) в виде рядов в уравнение (5.48), записанное в 

следующем виде: 

( ) ( ) ( )pKag X P
R

¢t = t + t
er

.                        (5.63) 

Тогда 

))()()(()()()( 2
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R
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ξ: 

 ξ0: )(0 t
t

X
d
d

R
a ( )p

n

K
g P= - t
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; 

ξ1: )(1 t
t

X
d
d

R
a )(1 t= g ; 
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ξ2: )(2 t
t

X
d
d

R
a )(2 t= g , и т.д. 

Получим решение первого уравнения  

0
0 0

( ) ( ) ( )p p
n n

K KR RX g P t dt g P t dt
a a

t tæ öæ ö
t = - = t -ç ÷ç ÷er erè ø è ø
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1
0 0

1 0
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pKR MX l P t dt
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ò .            (5.64) 

С учетом замены (5.37) 
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Заметим, что условие Ry =)0(0  выполнено. 

Кроме того, продифференцировав (5.64) по τ, имеем: 

0 1
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Подставив эту производную в (5.53), получим: 
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Подставим выражение (5.67) в уравнение (5.54). Получим дифференциальное 

уравнение относительно искомой функции B0(τ): 
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которое надо решить при начальных условиях  

00 )0( DB = ;           1
2

0

0 2)( aD
dt

tdB
t

=÷
ø
ö

ç
è
æ

=

;         0)(

1
0

0 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ

>
=

n
tn

n

dt
tBd .                   (5.69) 

Для его решения воспользуемся методом операционного исчисления (ме-

тодом преобразования по Лапласу-Карсону). Согласно общим правилам опера-

ционного исчисления [41], найдем изображение для уравнения (5.68):  
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Здесь учтено, что )(
2)!( 0

0
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pI
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=å
¥

=

 - модифицированная функция Бесселя 

первого рода нулевого порядка [49]. 

С учетом начальных условий (5.69), а также преобразований (5.70)-(5.72), изо-

бражающее уравнение для (5.68) может быть записано в виде:  
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Выразим )(0 pB , представив его в форме, удобной для нахождения оригинала: 
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Перейдем в формуле (5.74) к оригиналам, определим оригиналы каждого сла-

гаемого в порядке сложности их нахождения:  

1) первое слагаемое: 00 ][L DD = ;              (5.75) 
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2) пятое слагаемое: t=ú
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3) второе слагаемое: 
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4) шестое слагаемое в (5.74): 

если учесть, что ú
û

ù
ê
ë

é )(1L pF
p

 = ò
t

0
)( dttf  [41] и воспользоваться формулой (5.77), то 

можно найти, что 
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где )(xEi  - интегральная показательная функция [50], ( )
4
1(
t

-iE 0
0®t

® ); 

5) четвертое слагаемое в (5.74): для этого учтем, что 
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6) аналогично находится оригинал для третьего слагаемого в (5.74): 
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Окончательно выражение для оригинала (5.74):  
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Таким образом, получили решение задачи в нулевом приближении. 

Закон перемещения границы испарения: 

0
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Температура просушенного слоя материала 

...)(
4

)(),( 0

2

00 +t¢x+t»txF BB ,              (5.84) 

где )(0 tB  определяется по формуле (5.82). 
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5.4. Анализ решения, компьютерная реализация модели,  выводы 

Расчет по модели и сопоставление его результатов с экспериментальными 

данными показали, что при малых значениях t  ( t  < 0,1) следует использовать 

нижнее выражение в (5.82). 

 Строгое доказательство сходимости использованного выше процесса по-

следовательных приближений требует специального рассмотрения, не попа-

дающего в рамки данной работы. Изложенный метод решения задачи об испа-

рении более эффективен, чем описанные в литературе инженерные и числен-

ные методы, так как он позволяет: описать процесс на протяжении всего его те-

чения; решать задачу при произвольном распределении температуры в теле пе-

ред сушкой; учесть влияние начального теплосодержания на динамику измене-

ния границы фазового перехода и температуры тела и т.п. Изложенная теория 

содержит ряд допущений, в которые входит и предположение о независимости 

теплофизических характеристик от температуры. Преодоление этого ограниче-

ния возможно с использованием зонального метода расчета [9]. 

 С целью проведения численного эксперимента представленная модель 

была проанализирована в среде MаthCAD для волокон различных типов. Здесь 

приведен пример расчета по модели для сушки льняного волокна. Необходи-

мые данные о параметрах льняного волокна были взяты из [51].  

Исходные данные для расчета следующие: R=0,0007м; 

76,2=a Вт/(м2·К); 046,0=l  Вт/(м∙К); 1,0=a м2/с; 6105)0( ´=E Вт/м3; 1,0=m ; 

1,0=w ; 510=iA  Вт/м3 )2,1( =i . 

На рис. 5.2 представлено изменение во времени границы испарения y(t), а 

на рис. 5.3 - температурное поле ),( trF цилиндрического слоя «высушенного» 

материала ( ( )t r Rr £ £ ), KrT 293)0,( = . В соответствии с физической моделью 

внутренний влажный слой материала не изменяет своей температуры. 

Нами получена расчетная формула для нахождения текущего влагосо-

держания материала uнов в период падающей скорости по определенному зако-
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ну перемещения границ испарения y(t), если известно исходное значение влаго-

содержания uc: 

2

2

нов R
yuu

c ×
= .                          (5.85) 

  

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 5.2. Изменение во времени границы испарения y(t) при Bi =0,02; q =328 K , 

R=0,7∙10-3 м 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.3. Температурное поле «высушенного» цилиндрического слоя материала 

при Bi = 0,02; q =328 K, t= 960 с, 00070,R = м, =r )t( 0,0003 м  

 

5.5. Область применимости предложенной модели сушки 

Предложенная нами модель, в первую очередь, применима для гидро-

фобных капиллярно-пористых материалов, содержащих внутреннюю влагу, ко-

торая каким-то образом была ими иммобилизована. В таких материалах жид-

кофазная влага не может подтягиваться к поверхности материала за счёт капил-
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лярных сил, т.к. стенки пор не смачиваются жидкостью. Поэтому, естественно, 

по мере испарения влаги с поверхности тела мениски жидкофазной влаги будут 

отступать в глубь тела, т.е. будет наблюдаться углубление поверхности испаре-

ния. 

Далее, она может работать применительно к капиллярно-пористым мате-

риалам,    содержащим    макрокапилляры    (определяющий  радиус  пор  

rопр > 10-7м). Чем крупнее поры, тем обоснованнее будет её применение. Капил-

лярный потенциал ψ (Дж/кг) для горизонтального капилляра определяется вы-

ражением [2]:  

ж
мах ρ

ηcosσ2ψψ
×
×==

r
,                          (5.86) 

в котором σ – поверхностное натяжение жидкости, Па ×с; η – краевой угол сма-

чивания, град; r – радиус капилляра, м; ρж  – плотность жидкости, м. 

Из уравнения (5.86) видно, что чем больше радиус капилляра, тем меньше 

капиллярный потенциал и, следовательно, тем меньше роль капиллярных сил 

во внутреннем массопереносе. В крупных порах капиллярно-пористого мате-

риала большую роль во внутреннем массопереносе играет диффузия пара, а 

вклад жидкофазного потока влаги в материале отступает на второй план [9]. 

Исходя из вышеизложенного, математическую модель внутреннего массопере-

носа с движущейся границей можно также рекомендовать для макрокапилляр-

но-пористых материалов с крупными порами ( rопр > 10-6м). 

 

6. Проверка работоспособности метода дифференциальных рядов  

при решении классических краевых задач теплопроводности 

 с неподвижной границей 

 

6.1. Общие положения 

Интересно было проверить, работает ли  метод дифференциальных рядов 

при решении классических краевых задач теплопроводности с неподвижной 

границей. 
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Кроме того, заметим, что принципиальной стороной аналитической тео-

рии теплопроводности является возможность варьирования классическими ме-

тодами  дифференциальных уравнений математической физики при решении 

конкретной краевой задачи. Объясняется это тем, что решение одной и той же 

тепловой задачи можно искать в различных классах функций. Эти функции 

должны быть такими, чтобы они, во-первых, достаточно легко находились, и, 

во-вторых, обеспечивали сходимость процесса настолько хорошо, чтобы можно 

было сделать требуемые в задаче заключения о свойствах полученного реше-

ния. Представление аналитического решения одной и той же задачи в различ-

ных эквивалентных функциональных формах (тождественных в смысле числа) 

имеет большую практическую ценность, так как позволяет варьировать реше-

ние в зависимости от постановки задачи: например, представление решения те-

пловой задачи в форме ряда Фурье, удобной для больших времен от начала 

процесса, или в виде формулы суммирования Пуассона, более подходящей для 

малых времен от начального состояния и используемого, например, в теории 

закалки. Аналитический метод дает возможность получить решение тепловой 

задачи в виде математического выражения для температуры как функции про-

странственных координат и времени, в отличие от графических, численных и 

экспериментальных методов. Решение должно удовлетворять определенному 

дифференциальному уравнению, из которого оно получено, и определенным 

начальному и граничным условиям, налагаемым самим конкретным процессом. 

Однако при этом почти во всех случаях приходится математически упрощать 

рассматриваемый процесс для того, чтобы этот метод мог дать желаемые ре-

зультаты; и хотя решения, полученные при этих условиях, вовсе не являются 

физически «точными», все же предпочтительным методом вычисления темпе-

ратурного поля следует считать формальный аналитический метод. Применяе-

мый в данной работе метод дифференциальных рядов позволяет находить рас-

пределение температур в теле с изменяющимися размерами (например, в ре-

зультате фазового или химического превращения). 
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Проверили работоспособность метода при решении классических крае-

вых задач теплопроводности с неподвижной границей. В качестве модельной 

была рассмотрена задача теплопроводности ограниченного стержня с гранич-

ным условием первого рода и с неравномерным начальным распределением 

температуры в нем. 

 

6.2. Постановка задачи 

 Дан тонкий однородный стержень длиной π, изолированный от внешнего 

пространства, начальная температура которого задана функцией  

)(
8

)0,( xxxT -p
p

= . 

Концы стержня поддерживаются при нулевой температуре. Требуется 

определить распределение температуры в стержне в последующие моменты 

времени. 

 

6.3. Математическая модель 

 Задача состоит в отыскании решения уравнения теплопроводности 

2

2
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x
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t
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¶
¶

=
¶
¶                                                                                                            (6.1) 

при граничных условиях 

0),(
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tT
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                                                                                                                (6.2) 

и при начальном условии 
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)0,( xxxT -p
p

= .                                                                                                 (6.3) 

 Начало координат поместим в середину стержня, и будем считать распре-

деление температур четной функции z  (z = x–p/2). Тогда 
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0),0(
=
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z
tT  – условие симметрии.                                                                        (6.7) 

 
Рис. 6.1. Начальная температура в стержне 

 

Решение. 

Суть метода дифференциальных рядов состоит в том, что распределение 

температуры внутри тела, представляется выражением 
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удовлетворяющем уравнению теплопроводности (6.4). 

Функция B(t) – произвольная функция, вид которой должен обеспечивать 

сходимость ряда (6.8). 

Докажем, что функция (6.8) является решением уравнения (6.4): 
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Следовательно, функция (6.8) удовлетворяет уравнению (6.1). 

 Легко видеть, что T(0,t) = B(t), таким образом, B(t)указывает изменение 

температуры в центральной точке стержня. 

 Всюду далее положим коэффициент температуропроводности a = 1. 

32
)0()0,0(

3p
== BT  ;                                                                                             (6.10) 

.0)(
)!2(

2,
2

;0)(
)!2(

2,
2

0

2
0

2

=å
÷
ø
ö

ç
è
æ p
-

=÷
ø
ö

ç
è
æ p
-

=å
÷
ø
ö

ç
è
æ p

=÷
ø
ö

ç
è
æ p

¥

=

¥

=

n
n

n

n
n

n

n

n

tB
dt
d

n
tT

tB
dt
d

n
tT

                                                                   (6.11) 

Представим функцию B(t) в форме ряда: 

B(t)=B0(t)+ξB1(t)+ ξ2B2(t)+…,                                                                             (6.12) 

где ξ – условный параметр малости, который в конечном результате можно по-

ложить равным единице. После подстановки ряда (6.12) в (6.11) и приравнивая 

коэффициенты при одинаковых степенях ξ, получим в нулевом приближении 
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Мы, по сути, решили задачу только в нулевом приближении, найдя B0(t). 

Заметим, что из (6.6) 
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Применим преобразование Лапласа–Карсона [7, 8]: 
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к изображениям: 
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Используя соотношения [7] 
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получаем 
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Получаем решение 

...)(
!2

)(),(
2

+¢+= tBztBtzT , где B(t) из (6.24) и B'(t) из (6.25). 

Проверим: 
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Следует отметить, что при малых значениях t ряд (6.22) сходится медлен-

но, и поэтому для описания начала процесса целесообразно использовать дру-

гой способ отыскания оригинала выражения (6.21): 

Используем соотношение 
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При малых значениях t ряд (6.26) быстро сходится и удобен для численных 

расчетов. 
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B"(0) = 0. 

Получаем решение 
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где B(t) из (6.27), B'(t) из (6.28), B"(t) из (6.29). 

 
Рис. 6.2. Поле температур в стержне 

 

6.4. Анализ решения. Выводы 

Аналитическое решение данной краевой задачи получили в виде функ-

циональной формы, отличной от форм, найденных методом Фурье [52] и мето-

дом преобразования Лапласа [3]. Выражение получилось более громоздким, но 

тождественным им в смысле числа. Таким образом, метод дифференциальных 

рядов был успешно использован нами при решении классической краевой зада-

чи, следовательно, он работоспособен. Однако метод дифференциальных рядов 

трудоемок, и его целесообразно использовать при решении краевых задач с 

движущимися границами (задач типа Стефана), так как классические методы в 

этом случае неприемлемы. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
 

На основании метода дифференциальных рядов аналитически решен ряд 

сопряженных задач теплопроводности для тел канонической формы (шара, пла-

стины, цилиндра) с внутренними источниками теплоты, движущейся границей 

фазового перехода или химического превращения (на примере сублимации, 

сушки, реакции термического разложения и др.). Обоснована возможность 

применения данного метода. Продемонстрирована работоспособность метода 

дифференциальных рядов при решении классических краевых задач теплопро-

водности с неподвижной границей. 

Развитый метод решения задач теплопроводности с движущейся грани-

цей может найти применение при моделировании тепломассообменных процес-

сов химической технологии при наличии перемещающейся границы раздела 

фаз, будет полезен магистрантам, аспирантам при изучении методов математи-

ческого моделирования тепломассопереноса, осложненного фазовым  или хи-

мическим превращением.  
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