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1. Основы линейной алгебры 
Основные определения и понятия. Определение матрицы. Виды матриц. 
Транспонирование матриц. Алгебраические операции над матрицами. Опреде-
лители второго, третьего порядка. Обратная матрицы. Ранг матрицы. Вы-
числение ранга матрицы с помощью элементарных преобразований. Линейная 
комбинация, линейная зависимость и независимость строк (столбцов) матри-
цы. Решение систем линейных уравнений.  
 

1.1. Матрицы и операции над ними 
Матрицей называется таблица чисел, составленная из m строк и n столб-

цов. Элементы строки обозначаются индексом i, столбцы индексом j. Любой 
элемент матрицы можно обозначить aij. Это означает, что элемент aij находится 
в i-й строке и в j-м столбце. Например, a32–элемент, находящийся на пересече-
нии третьей строки и второго столбца.  

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

А

...
.............

...

...

21

22221

11211

. 

Если в матрице число строк n совпадает с числом ее столбцов, то такую 
матрицу называют квадратной матрицей порядка n. 

Матрица вида 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

1...00
............
0...10
0...01

Е , в которой по главной диагонали стоят 

единицы, а остальные элементы матрицы – нули, называется единичной матри-
цей. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме главной диагонали, 
равны нулю, называется диагональной. 

Матрица называется нулевой, если все ее элементы равны нулю. 
Матрицы равны между собой, если равны все соответствующие элементы 

этих матриц: BA = , если ijij ba = . 
Матрица, состоящая из одного числа, отождествляется с этим числом. 
( ) aaA == .  
Если 1=m , то ( )naaa ,...,, 21  – матрица-строка;  

если 1=n , то 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

ma

a
a

M

2

1

– матрица-столбец. 
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Транспонированием матрицы называется операция замены строк матрицы 
столбцами, а столбцов строками,  обозначения TA . 

Квадратная матрица называется невырожденной, если ее определитель не 
равен нулю, в противном случае она называется вырожденной. 

Действия с матрицами 
Сложение вводится только для матриц одинаковой размерности. 
Суммой двух матриц ( )ijaA = , ( )ijbB =  называется матрица C, элементы 

которой равны сумме соответствующих элементов матриц А и В: 
( )ijcCBA ==+ , ijijij bac += . 

Свойства сложения: 
1. ABBA +=+ ; 
2. ( ) ( )CBACBA ++=++ ; 
3. AA =+ 0 ; 
4. ( ) 0=-+ AA  ( A-  – противоположная матрица); 
5. ( ) TTT BABA +=+ . 
Умножение матрицы на число: 
Произведением матрицы A на число k называется матрица, каждый элемент 

которой умножается на k: ( )ijkakA = . 
Свойства умножения матрицы на число: 
1. AA =×1 ; 
2. ( ) BABA ×a+×a=+×a ; 
3. ( ) AAA ×b+×a=b+a× ; 
4. ( ) ( ) AA ×ab=b×a . 
Здесь α и β – числа. 
Произведение двух матриц: 
Произведением матриц nmA ´  и pnB ´  является матрица pmC ´  такая, что 

элемент i-й строки ),1( mi = и j-го столба ),1( nj =  матрицы C равен сумме про-
изведений элементов i-ой строки матрицы A на соответствующие элементы j-го 
столбца матрицы B. 

1. Умножение матрицы A на матрицу B имеет смысл только в том случае, 
если число столбцов первой матрицы A равно числу строк второй матрицы B. 

2. В результате получается матрица, которая имеет столько строк, сколько 
в первой матрице и столько столбцов, сколько во второй матрице. 

Если ABBA ×=× , то матрицы называются перестановочными. 
Свойства произведения: 
1. ( ) ( )BCAСAB = ; 
2. ( ) BCACCBA +=+ ; 
3. ( ) ACABCBA +=+ ; 
4. ( ) ( )ABBA a=a ; 
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5. ( ) TTT ABAB ×= . 
Пример 1. 

Даны матрицы ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
615

432
A  и 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

100
010
001

E . Найти EA и AE. 

Решение: 
 E·A не имеет смысла, т.к. число столбцов матрицы E равно 3, а число строк 
матрицы A равно 2;   

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
´÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=×
6
4

1
3

5
2

100
010
001

615
432

EA . 

Пример 2. 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ -

=

1
1
1
2

7
0
1
1

3
3
2
0

A  и 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

0
1
1

1
2
3

B . Найти AB. 

Решение: 
34´A , 23´B , число столбцов первой матрицы совпадает с числом столбцов вто-

рой матрицы, поэтому можем умножать 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ -

=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

×+×+×
×+×+×
×+×+×
×+×-×

×+×+×
×+×+×
×+×+×
×+×-×

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
´

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ -

10
3
3
1

24
10
9
0

011713
011013
011112
021110

112733
112033
112132
122130

0
1
1

1
2
3

1
1
1
2

7
0
1
1

3
3
2
0

. 

Пример 3. 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

30
12

A  и ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

35
47

B . Найти C=A2+2B. 

Решение: 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ --
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
´÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

90
54

90
324

30
12

30
122A ; ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

610
814

2B . 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
--

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
=

310
310

6910
58144

610
814

90
54

C . 

Пример 4. 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

11
11

A  и ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
=

11
11

B . Найти AB.   
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Решение: 

0
00
00

1111
1111

11
11

11
11

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+--
+--

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
´÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=×BA . 

Пример 5. 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

321
402
131

A , 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

123
211
012

B . Найти AB и BA. 

Решение: 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

+++-++
++++++
+++-++

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-´

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=×

7513
41016
708

340621922
4008021204
160231332

123
211
012

321
402
131

BA ; 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

++++++
+-+++-
++++++

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
´
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=×

14118
371
664

383209143
641403221
042006022

321
402
131

123
211
012

AB . 

 
 

1.2. Определители 
Определитель квадратной матрицы – это число, которое получается из 

элементов этой матрицы по определенному правилу. 
Обозначение: A , AD , Adet . 

Общее правило вычисления определителя 2-го порядка:      ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

2221

1211
аа
аа

A , 

12212211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A ×-×== . 

Общее правило вычисления определителя 3-го порядка: 

112332331221132231312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

---++= . 

Свойства определителей: 
1. Определитель не изменится, если его строки поменять местами с соответст-
вующими столбцами.  
2. При перестановке двух параллельных рядов определитель меняет знак на 
противоположный. 
3. Определитель, имеющий два одинаковых ряда, равен нулю. 
4. Общий множитель всех элементов какого-либо ряда можно вынести за знак 
определителя. 
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5. Если все элементы двух рядов определителя пропорциональны, то опреде-
литель равен нулю. 
6. Если элементы, какого-либо ряда определителя представляют собой сумму 
двух слагаемых, то определитель может быть разложен на сумму двух соответ-
ствующих определителей. 
7. Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить соот-
ветствующие элементы параллельного ряда, умноженные на любое число. 
Пример 1.  

Вычислить определитель матрицы ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--

=
43

52
A .    

Решение: 
( ) ( ) 75342 =×---×=DA ; 

Пример 2. 

Найти Δ= 2

2

bab
aba . 

Решение: 
222222 babaababba -=×-=D . 

 
Для запоминания правила вычисления определителя 3-го порядка полезно 

пользоваться «правилом треугольников»: 
слагаемые со знаком «+» берутся по главной диагонали и основаниям тре-

угольников, параллельных главной диагонали, т.е.  
 
 
 
 

слагаемые со знаком «–» берутся по второй диагонали и основаниям треуголь-
ников, параллельных этой диагонали, т.е. 

 
 
 
 
Таким образом, 

112332331221132231312312133221332211det aaaaaaaaaaaaaaaaaaA ---++= . 
Пример 3.   

Дана матрица 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

637
421
235

A ; 

а)  вычислить определитель матрицы А по правилу треугольников; 
б) составить транспонированную матрицу и вычислить ее определитель.  



 8

Решение: 
а) вычислим определитель матрицы: 6860182884660det =-+-+-=A ; 

б) составим транспонированную матрицу: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -
=

642
323
715

ТA . 

Вычислим ее определитель: 6860281868460det Т =--+-+=A  
( 68T == AA  по свойству (1)). 

Пример 4 .  
Вычислить определители, используя свойства определителей: 

1)
673
412
253

-=D ; 2)
637
235
235

=D ; 3)
1237
821
435

-
--
-

=D ; 4)
637
4610
235

=D ; 

5)
337

121
135

937
321
135

-
-+-=D . 

Решение: 

1) 68
637
421
235

673
412
253

-=--=-=D  (применили свойство 2: 1-й и 2-й столбцы 

поменяли местами). 

2) 0
637
235
235
==D  (применили свойство 3). 

3) 136682
637
421
235

2
1237
821
435

-=×-=-×-=
-
--
-

=D  (применили свойство 4). 

4) 0
637
235
235

2
637
4610
235

=×==D  (применили свойство 5). 

5) .68
637
421
235

3937
1321
1135

337
121
135

937
321
135

=-=
-
+-
+

=
-

-+-=D  

Вычисление определителей более высокого порядка происходит по прави-
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лу разложения определителя по элементам строки (столбца), при  помощи по-
нятия алгебраического дополнения к элементу.  

 
1.3. Миноры и алгебраические дополнения 

К каждому элементу определителя можно составить минор. Минором эле-
мента aij называется новый определитель (n-1)-го порядка, который получается 
из данного вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца, на пересечении которых 
стоит элемент. 

Обозначение: Mij. 
Алгебраическим дополнением элемента aij называется минор, взятый со 

знаком ( ) ji+-1 , т.е. ( ) ij
ji

ij MA +-= 1 , где Mij соответствующий минор. 
Свойство определителя (разложение определителя по элементам некото-

рого ряда): определитель равен сумме произведений элементов некоторого ряда 
на соответствующие им алгебраические дополнения. 
Пример 1.  

Вычислить определитель третьего порядка, разложив его по элементам 
первой строки. 

202
312
123

-
-

-
=D . 

Решение: 

12)2()2(2)2(3
02
12

1
22

32
)2(

20
31

3
202

312
123

-=-+-×+-×=
-
×+

-
-

--
-

×=
-

-
-

=D . 

Пример 2.  
Вычислить определитель 4-го порядка, сведя его к определителям более 

низких порядков:  

2341
4123
2510
4321

-
-

-
=A . 

Решение: 

=

--
---

-
=

-
-

-
=

-×+
-×+
-×+

2621
81043

2510
0001

2341
4123
2510
4321

)4()1()4(
)3()1()3(
)2()1()2(

столбцы

A
столбцы

)3()3()2(
)3()1(

131
452
251

4
262
8104

251

-×+
+
=

-

-
×=

--
---

-
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( ) 4674
76
11

4
100
476
211

4 -=+-×=
-
-

×=-
-

×= . 

 
1.4. Обратная матрица 

Матрица 1-A  называется обратной к матрице A , если она при умножении 
на A  (как слева, так и справа) дает единичную матрицу ( EAAAA =×=× -- 11 ). 

Понятие обратной матрицы существует только для квадратной невыро-
жденной матрицы. 

Если существует обратная матрица, то сама матрица называется обрати-
мой, само действие называется обращением. 

Теорема. Любая невырожденная матрица имеет обратную и находится по 
формуле: 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=-

nnnn

n

n

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
AAA

AAA
AAA

A
A

L

MLMM

L

L

L

MLMM

L

L

21

22212

12111
T

21

22221

11211

1

det
1

det
1 . 

Чтобы найти обратную матрицу, нужно: 
1. найти Adet ;  
2. найти алгебраические дополнения к каждому элементу матрицы и составить 
из них матрицу;  
3. транспонировать полученную матрицу;  

4. каждый элемент матрицы умножить на 
Adet

1 . 

Пример 1.  

Найти матрицу, обратную к ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=

34
12

A . 

Решение:  
Найдем определитель матрицы: 01046det ¹=+=A , следовательно, матрица 
невырожденная и имеет обратную. 
Найдем алгебраические дополнения к каждому элементу матрицы: 

( ) 331 2
11 =×-=A ; ( ) 441 3

12 -=×-=A ; ( ) ( ) 111 3
21 =-×-=A ; ( ) 221 4

22 =×-=A . 

Составим матрицу из полученных алгебраических дополнений: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
21
43

, 

транспонируем ее: ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- 24

13
. 
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Вычислим обратную матрицу: 
÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

×=-

5
1

5
2

10
1

10
3

24
13

10
11A . 

Выполним проверку: по определению обратной матрицы должно выполняться 
EAAAA =×=× -- 11 .  

Действительно ЕAА =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

+-

-+
=

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
×÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=× -

10
01

5
3

10
4

5
6

10
12

5
1

10
2

5
2

10
6

5
1

5
2

10
1

10
3

34
121 . 

Пример 2.  

Найти матрицу, обратную к 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

703
210
321

A .  

Решение:  
Найдем определитель матрицы: 0140090127det ¹=--+++-=A , следова-
тельно, матрица А невырожденная и имеет обратную. Найдем алгебраические 
дополнения к каждому элементу матрицы А: 

( ) 7
70
21

1 2
11 -=

-
×-=A ; ( ) 6

73
20

1 3
12 =×-=A ; ( ) 3

03
10

1 4
13 =

-
×-=A ; 

( ) 14
70
32

1 3
21 -=×-=A ;   ( ) 2

73
31

1 4
22 -=×-=A ; ( ) 6

03
21

1 5
23 =×-=A ; 

( ) 7
21
32

1 4
31 =

-
×-=A ;     ( ) 2

20
31

1 5
32 -=×-=A ; ( ) 1

10
21

1 6
33 -=

-
×-=A . 

Составим матрицу из полученных алгебраических дополнений: 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--

-

127
6214
367

,  

транспонируем ее: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

--

163
226

7147
. 

Вычислим обратную матрицу: 

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

--

--

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

--
×=-

14
1

7
3

14
3

7
1

7
1

7
3

2
11

2
1

163
226

7147

14
11A . 
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1.5. Ранг матрицы 
Наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы А называется 

рангом этой матрицы.  
Обозначение: rang A. 
 

Пример 1.  

a) A= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
34
12

, rang A=2, т.к. Δ= 010
34
12

¹=
-

. 

b) A= ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
31
62

, rang A=1, т.к. Δ= 0
31
62
= , но существует определитель (ми-

нор) первого порядка, например,  6 , отличный от нуля. 

c) А= 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

000
000
000

, rang A=0, т.к. все определители матрицы равны нулю. 

d) А=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

202
312
123

, rang A=3, т.к. 
202

312
123

-
-

-
=D = -12.  

Определение. Минор, определяющий ранг матрицы, называется базисным 
минором. Строки и столбцы, формирующие базисный минор, называются ба-
зисными строками и столбцами. 

Определение. Система столбцов A1, A2, … , Ak называется линейно зависи-
мой, если существуют числа  λ1, λ 2, … , λk ,  не все равные нулю и такие,   что:  

λ1A1+ λ 2A2+ …+ λk Ak=0. 
Теорема о базисном миноре.  Столбцы матрицы А, входящие в базисный 

минор, образуют линейно независимую систему. Любой столбец матрицы А 
линейно выражается через столбцы из базисного минора. 

Теорема о ранге матрицы.   Ранг матрицы А равен максимальному числу 
линейно независимых столбцов  матрицы А. 

Замечание. Слово «столбцы» можно заменить  словом «строки». 
Способы вычисления ранга матрицы.  
Первый способ. Метод окаймляющих миноров. При вычислении ранга 

матрицы следует переходить от миноров меньших порядков к минорам боль-
ших порядков. Если уже найден минор k-го порядка D, отличный от нуля, то 
требуют вычисления лишь миноры (k+1)-го порядка, окаймляющие минор D: 
если все они равны нулю, то ранг матрицы равен k. 
Пример 2.    
Методом окаймляющих миноров найти ранг матрицы 
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А= 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

--
-

91833
14401
32511
21212

. 

 
Решение: 

Минор второго порядка  М2= 
11
12

=2∙1-1∙1≠0, отличный от нуля, располо-

жен в левом верхнем углу матрицы А. Минор третьего порядка 

М3= 

401
511
212

-
=1≠0, 

окаймляющий минор М2, также отличен от нуля. Однако оба минора четвертого 
порядка, окаймляющие М3, 

М4= 

1833
4401
2511

1212

--
-

,      М4=

9833
1401
3511
2212

--
 

равны нулю. Поэтому ранг матрицы А равен 3, а базисным минором является, 
например,   представленный выше минор М3. 

Второй способ. Метод элементарных преобразований. Вычисление ранга 
матрицы основано на следующем утверждении: элементарные преобразования 
матрицы не меняют ее ранга.  

При этом элементарными преобразованиями матрицы являются следую-
щие: перестановка двух строк или столбцов; умножение строки (столбца) на 
отличное от нуля число; прибавление к какой-либо строке (столбцу) строки 
(столбца), умноженной на некоторое  число. 

Используя эти элементарные преобразования, приводят матрицу к такому 
виду матрицы, ранг которой легко найти, например, 

когда все элементы матрицы равны нулю, кроме тех, которые стоят на 
главной диагонали а11, а22, а33, …, акк, тогда ранг матрицы равен к; 

или когда матрицу можно привести к треугольному виду. Заметим, что ес-
ли матрица n-го порядка имеет вид верхней треугольной матрицы, т.е. матрицы, 
у которой все элементы под главной диагональю равны нулю, то ее определи-
тель равен произведению элементов, стоящих на главной диагонали. В этом 
случае ранг матрицы равен числу элементов главной диагонали, отличных от 
нуля. 
Пример 3.  
Методом элементарных преобразований найти ранг матрицы 
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А= 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-
-
-
-

259424169
45146252414
319824169
14481275

. 

 
Решение: 

 Обозначим  i-ю строку матрицы А символом  αi. На первом этапе выпол-
ним элементарные преобразования ;132

'
2 a+a-a=a  ;123

'
3 a-a-a=a  

.134
'
4 a+a-a=a  

На втором этапе выполним преобразования ;'
2

'
3

''
3 a+a=a    .'

2
'
4

''
4 a-a=a  

В результате получим 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-
-
-
-

259424169
45146252414
319824169
14481275

¾®¾1

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

--
-

-
-

641110
001110
001110
14481275

¾®¾2  

¾®¾2

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

--
-

-
-

641110
001110
001110
14481275

¾®¾3

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

00000
64000
001110
14481275

¾®¾4  

                                         ¾®¾4

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

00000
30100
02010
7121275

. 

На третьем этапе мы переставили четвертую строку на место третьей, третью – 
на место четвертой. На четвертом этапе мы разделили элементы четвертого и 
пятого столбцов соответственно на 4 и 2 и поменяли местами третий и четвер-
тый столбцы. Из вида матрицы, получившейся после четвертого этапа преобра-
зования, следует  rang A=3.  

 
1.6. Системы линейных уравнений 

Пусть дана система линейных уравнений:  

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=+++

=+++
=+++

....
.........................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

nmnmm

nn

nn

baxaxa

bxaxaxa
bхахаха

                                                   (1) 

Перепишем ее  в матричной форме: BXA =× , где 
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÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

mn

n

mm a

a

aa

aa
A M

L

LMM

L 1

21

1211

 – матрица коэффициентов системы, называемая ос-

новной матрицей; 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nx

x
x

X
M

2

1

 – вектор-столбец из неизвестных jx ; 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nb

b
b

B
M

2

1

 – вектор-столбец из свободных членов ib . 

Расширенной матрицей системы называется матрица A  системы, допол-
ненная столбцом свободных членов 

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

nmn

n

mm b

b

a

a

aa

aa
A MM

L

LMM

L 11

21

1211

. 

Решением системы называется n значений неизвестных 11 cx = , 22 cx = , …, 
nn cx = , при подстановке которых все уравнения системы обращаются в верные 

равенства. Всякое решение системы можно записать в виде матрицы-столбца 

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nc

c
c

C
M

2

1

. 

Система называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и 
несовместной, если она не имеет ни одного решения. 

Совместная система называется определенной, если она имеет единствен-
ное решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. В по-
следнем случае каждое ее решение называется частным решением системы. 
Совокупность всех частных решений называется общим решением. 

Решить систему – это значит выяснить, совместна она или несовместна, 
если система совместна, найти ее общее решение. 

Система линейных уравнений называется однородной, если все свободные 
члены равны нулю. 

Теорема Кронекера-Капелли. 
Для того чтобы система (1) была совместной, необходимо и достаточно, чтобы 
ранг основной матрицы системы rang A равнялся рангу расширенной матрицы  
rang A : 

rang A= rang A . 
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Однородная система всегда совместна, так как она всегда имеет нулевое реше-
ние, которое называется тривиальным: x1= x2=…= xn=0. 
 Если ранг r совместной системы равен числу неизвестных n, r=n, то сис-
тема будет определенной. 
 Если ранг совместной системы меньше числа неизвестных, r<n, то систе-
ма неопределенная. В этом случае для решения системы (1) выделяем любой 
базисный минор, его элементы в столбцах являются коэффициентами при  r не-
известных, которые называются базисными неизвестными системы (1). Осталь-
ные n-r неизвестных называются свободными неизвестными. Выделив из за-
данной системы (1) подсистему уравнений с  r базисными неизвестными и пе-
ренеся в правую часть каждого уравнения выделенной подсистемы слагаемые 
со свободными неизвестными, решаем последнюю, придавая произвольные 
значения свободным неизвестным. 

Однородная система, для которой число уравнений меньше числа неиз-
вестных (m<n), всегда имеет нетривиальное решение. 

Однородная система, для которой число уравнений совпадает с числом 
неизвестных (m=n), имеет нетривиальное решение при detA=0 (r<n). 

Рассмотрим несколько методов решения систем линейных уравнений. 
1. Матричный метод.  
Применяется в случае, если число уравнений равно числу неизвестных. Пусть в 
системе (1)  m=n. 
 Запишем все коэффициенты и переменные системы в виде матриц:  

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

nn

n

nn a

a

aa

aa
A M

L

LMM

L 1

1

1211

;                                                 (2) 

 
÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nx

x
x

X
M

2

1

;  
÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

=

nb

b
b

B
M

2

1

. Перепишем систему в виде: AX=B. Для того что бы найти Х, 

умножим слева обе части на матрицу, обратную к А:  А-1· A· X= А-1 B,  
т.к. А-1· A=Е, то Х= А-1 B. 
Пример 1. 
Решить систему уравнений матричным методом:  

ï
î

ï
í

ì

=+-
=+-
=++

.12
,22
,12

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решение:  
Запишем все коэффициенты и переменные системы в виде матриц: 
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÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-=

121
112
211

A ;   
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

3

2

1

x
x
x

X ;   
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

1
2
1

B . 

Тогда решение системы можно записать в виде: BAX ×= -1 . 
Найдем обратную матрицу: 

06222811det ¹-=-++-+-=A , следовательно, матрица невырожденная и 
имеет обратную. 
Найдем алгебраические дополнения к каждому элементу матрицы: 

( ) 1
12
11

1 2
11 =

-
-

×-=A ; ( ) 1
11
12

1 3
12 -=×-=A ; ( ) 3

21
12

1 4
13 -=

-
-

×-=A ; 

( ) 5
12
21

1 3
21 -=

-
×-=A ; ( ) 1

11
21

1 4
22 =×-=A ; ( ) 3

21
11

1 5
23 =

-
×-=A ; 

( ) 3
11
21

1 4
31 =

-
×-=A ; ( ) 3

12
21

1 5
32 =×-=A ; ( ) 3

12
11

1 6
33 -=

-
×-=A . 

Составим матрицу из полученных алгебраических дополнений: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
--

--

333
315
311

, 

транспонируем ее: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
--
-

333
311
351

. 

Найдем решения системы: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ-
×-=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
×
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

--
-

-
×

-
=×= -

0
0
1

0
0
6

6
1

1
2
1

333
311
351

6
11 BAX . 

Следовательно, 11 =x ; 02 =x ; 03 =x . 
2. Метод Крамера.  
Применяется так же только в случае, если число уравнений системы (1) равно 
числу неизвестных т.е. m=n.  
Вычисляется определитель D  основной матрицы (2). 
Возможны 3 варианта: 1) если 0¹D , система имеет единственное решение, ко-

торое находится по формулам Крамера  
D
D

= i
ix  ( )ni ,...,1= , где iD  определитель, 

полученный из определителя D  заменой i-го столбца столбцом свободных чле-
нов; 
2) 0=D и каждый 0=D i  ( )ni ,...,1=  – система имеет бесконечное множество ре-
шений; 
3) 0=D , но хотя бы один из 0¹D i  – система не имеет решений. 
Пример 2.  
Решить методом Крамера систему линейных уравнений 
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ï
î

ï
í

ì

-=-+
=--
=++

.2
,3225

,323

zyx
zyx

zyx
 

 
Решение: 

Найдем определитель системы: 0251062546
111
225

123
¹=++++-=

-
--=D  

=> система имеет единственное решение. 
Заменим первый столбец определителя системы столбцом свободных членов: 

25664386
112
223

123
=++-++=

--
--=D x . 

Заменим второй столбец определителя системы столбцом свободных членов: 

25151231069
121
235

133
-=+-----=

--
-=D y . 

Заменим третий столбец определителя системы столбцом свободных членов: 

50209615612
211

325
323

=+-+++=
-

-=D z . 

Найдем решение системы по формулам Крамера: 

1
25
25

==
D
D

= xx ; 1
25
25

-=
-

=
D

D
= yy ; 2

25
50

==
D
D

= zz . 

Ответ: 1=x ; 1-=y ; 2=z . 
3. Метод Гаусса. 

Метод Гаусса - один из самых универсальных способов решения систем 
линейных уравнений с произвольным числом уравнений и неизвестных.  

При реализации метода происходит последовательное исключение неиз-
вестных. Из системы уравнений составляется матрица, расширенная столбцом 
из свободных членов. Такая матрица путем элементарных преобразований 
строк (уравнений) приводится к диагональному виду, или к виду, в котором 
элементы, стоящие ниже главной диагонали, равны нулю. При этом элементар-
ными преобразованиями строк считаются следующие: перестановка строк 
(уравнений) местами; прибавление к обеим частям одной строки (уравнения) 
соответствующих частей другой строки (уравнения), умноженной на одно и то 
же, отличное от нуля число.  
Пример 3.   
Решить системы линейных уравнений методом Гаусса: 
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 1. 
î
í
ì

-=-
=+

.52
,13

yx
yx

                            2. 
ï
î

ï
í

ì

=++-
=-+

=-

.238
,142

,12

zyx
zyx

zx

 

Решение:  

1.  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-- 5
1

12
31 ~[-2∙(1)+(2)] ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-- 7
1

70
31 ~ ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
1
1

10
31 ~ ÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
1
2

10
01 .  

Выписываем коэффициенты при соответствующих неизвестных, получим х=-2, 
у=1. Ответ: х=-2, у=1. 

2.  
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-
-

2
1
1

381
142
102

 ~ (поменяем местами первую и последнюю строки и умно-

жим получившуюся первую строку на (-1), получим 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

-
-
--

1
1
2

102
142
381

 ~ ( добива-

емся того, чтобы в первой строке под единицей стояли только нули; вычтем 

вторую из третьей строки: 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

-
-
--

0
1
2

040
142
381

 ~ (умножим первую строку на (-2) 

и сложим со второй) 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ -

-

--

0
5
2

040
5200
381

 ~ (снова поменяем местами вторую и 

третью строки и разделим вторую на -4, получим  
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ ---

5
0
2

5200
010
381

 ~ (умножим 

вторую на (-20) и сложим с третьей, получим 
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ ---

5
0
2

500
010
381

 ~  

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ --

1
0
2

100
010
301

~
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

1
0
1

100
010
001

. 

Ответ: х=1, у=0, z=1. 
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Задания для самостоятельного решения 

1. Вычислить 3 А× , где 
12 1
7 0

А
-æ ö

= ç ÷
è ø

.  

                                                                                                Ответ: 
36 3
21 0

-æ ö
ç ÷
è ø

. 

2. Вычислить 1
2

В× , где 
2 0

14 8
10 2

В
-æ ö

ç ÷= ç ÷
ç ÷-è ø

.  

Ответ: 
1 0

7 4
5 1

-æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷-è ø

. 

3. Найти разность матриц 
3 5 17
1 0 10

А
-æ ö

= ç ÷-è ø
 и 

4 3 15
.

5 7 0
Н

- -æ ö
= ç ÷- -è ø

 

Ответ: 
7 2 2
4 7 10

-æ ö
ç ÷
è ø

. 

4. Найти сумму матриц 
12 1

5 0
F

-æ ö
= ç ÷-è ø

 и 
4 3

15 7
G

- -æ ö
= ç ÷
è ø

.  

Ответ: 
8 4

10 7
-æ ö

ç ÷
è ø

. 

5. Вычислить 3 2А В× + × , если 
2 3
1 2

А æ ö
= ç ÷-è ø

, 
1 2
3 4

В
-æ ö

= ç ÷-è ø
.  

Ответ: 
8 5
3 2
æ ö
ç ÷-è ø

. 

6. Найти матрицу 2 3С А В= × + × , если
2 1 0 5

, .
3 4 1 6

А В
-æ ö æ ö

= =ç ÷ ç ÷-è ø è ø
  

Ответ: 
4 13
3 26

С
-æ ö

= ç ÷
è ø

. 

7. Найти А В×  

а) 
1 1 2 1 1
3 2 3 , 1 2
4 3 2 1 4

А В
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷= = -ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.  
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Ответ: 
2 11
4 19
3 18

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

. 

б) 
1 3 2

1 1 3
, 1 0 2

1 0 2
1 0 1

А В
æ ö

æ ö ç ÷= =ç ÷ ç ÷è ø ç ÷-è ø

.  

Ответ: 
5 3 1
3 3 0
æ ö
ç ÷
è ø

. 

8. Умножить матрицу 
2 3
4 6

М
-æ ö

= ç ÷-è ø
 на матрицу 

9 6
6 4

N
-æ ö

= ç ÷-è ø
.  

 Ответ: 
0 0
0 0
æ ö
ç ÷
è ø

. 

9. Вычислить матрицу 2 А В А× - × , где 
2 3
1 0
1 3

А
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷-è ø

 и 
2 0 1
1 2 2
5 0 7

В
æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

.  

Ответ: 
1 3
4 9
5 30

-æ ö
ç ÷-ç ÷
ç ÷- -è ø

. 

10. Вычислить А В В А× - × , где 
1 1 1
0 1 1
0 0 1

А
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

, 
7 5 3
0 7 5
0 0 7

В
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

.  

Ответ: 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

. 

11. Даны матрицы 
0 1

1 2 3
; 2 1 .

3 4 5
1 3

А В
æ ö

æ ö ç ÷= =ç ÷ ç ÷- -è ø ç ÷
è ø

 Найти .Т ТА В×    

Ответ: 
3 1 8

4 8 14
5 1 12

- - -æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷- -è ø

. 

12. Вычислить определители: 

а) 
2 7
4 1

; 
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Ответ: -26. 

б) 
1 2
0 1

; 

Ответ: -1. 

в) 
4 5
1 6-

. 

Ответ: 29. 
13. Вычислить определители: 

а) 
1 3 5
0 2 1
4 1 2

; 

Ответ: -25. 

б) 
2 4 1
7 3 2
3 1 2

-

-
; 

Ответ: 66. 
 

в)
2 1 1
3 2 1
1 4 3-

. 

Ответ: 0. 

14. Найти матрицу, обратную к матрице 
1 2 1
3 5 3
2 7 1

А
æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷-è ø

.  

Ответ: 

16 3 1
33 11 3
3 1 0

11 11
31 1 1
33 11 3

æ ö-ç ÷
ç ÷
ç ÷-ç ÷
ç ÷
ç ÷- -ç ÷
è ø

. 

15. Решить системы уравнений: 

а) 
3

3 2 1
x y
x y
- =ì

í - =î
; 

Ответ: 5x = - , 8y = - . 
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б) 
2 8

3 3
x y
x y
+ =ì

í - =î
. 

Ответ: 2x = , 3y = . 
16. Решить системы уравнений: 

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3
2 3 1

3

x x x
x x x
x x x

+ - = -ì
ï + + = -í
ï - - =î

; 

Ответ: 1 2x = , 2 2x = -  3 1x = . 

б) 
3 2
5 10

5 12

x y z
x y z

x y z

+ + = -ì
ï - - =í
ï - + = -î

 

Ответ: 1x = , 2y = -  3z = - . 
17. Проверить совместность системы линейных уравнений и в случае совме-

стности решить ее: по формулам Крамера, методом Гаусса. 

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 7
2 3 1
3 2 6

x x x
x x x
x x x

+ + =ì
ï + + =í
ï + + =î

; 

Ответ: 1 3x = , 2 2x = -  3 1x = . 

б) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3
2 4

4 4 3

x x x
x x x
x x x

- + =ì
ï + + = -í
ï + + = -î

. 

Ответ: 1 1x = , 2 3x = -  3 1x = - . 
 
 

2. Элементы векторной алгебры 
2.1. Основные понятия и определения 

Понятие вектора, длины вектора, координат вектора. Линейные операции над 
векторами в координатах. Скалярное произведение векторов. Критерий орто-
гональности двух векторов. Нахождение угла между векторами. Векторное 
произведение двух векторов. Свойства векторного произведения. Выражение 
векторного произведения через координаты сомножителей. Смешанное произ-
ведение трех векторов. Критерий компланарности трех векторов.  

Векторная алгебра описывает способы выполнения различных операций 
над векторами.  

В геометрическом смысле вектор – это направленный отрезок, опреде-
ляемый точками своего начала и конца. В физическом смысле под векторами 
обычно понимаются величины, имеющие направление, например, в трёхмерном 
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пространстве. Как правило, они характеризуются абсолютной величиной, на-
правлением и точкой приложения.  

Вектор обозначается либо указанием его начала и конца со стрелкой или 
чертой наверху AB , либо одной буквой со стрелкой или чертой наверху – a . 
Длиной (модулем) вектора называют расстояние между началом и концом 
вектора.  

Среди всевозможных взаимных ориентаций векторов выделяют коллине-
арные и ортогональные.  

Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной и той же 
или параллельных прямых.  

Векторы называются ортогональными, если они лежат на перпендику-
лярных прямых.  

Векторы называются равными, если они равны по модулю, коллинеарны 
и одинаково направлены. 

Координаты  вектора: в декартовой трехмерной системе координат по-
ложение каждой точки однозначно определяется тремя координатами – проек-
циями этой точки на каждую ось координат соответственно. Пусть даны точки 
А(ах, ау, аz) и В(bх, bу, bz). Тогда вектор AB  ={bх-ах; bу -ау, bz - аz}. 

Модуль (длина) вектора определяется как расстояние между  точками  его 
начала и конца т.е. ( ) ( )222)( zzyyxx abababАВ -+-+-= . 

Любой вектор a  может быть единственным образом представлен в виде 
kzjyixa ++=  (или kajaiaa zyx ++= ). Это представление называется разло-

жением вектора a  по осям координат или разложение по ортам. Здесь x,y,z – 
проекции вектора a  на соответствующие оси координат (называются коорди-
натами вектора a ), kji ,,  – орты этих осей (единичные векторы, направления 
которых совпадают с положительными направлениями соответствующих осей). 
Длина (модуль) вектора a  через координаты задается выражением 

222 zyxa ++= . 
Направление вектора a  определяется по направляющим косинусам углов 
gba ,, , образованных вектором a  с осями координат 

a
z

a
y

a
x

=g=b=a cos,cos,cos . 

 
2.2. Линейные операции над векторами 

 Пусть даны два вектора с  (сх, су, сz) и d (dх, dу, dz). 
1. Суммой векторов  с  и d  является вектор }{ zzyyxx dcdcdcdс +++=+ ,, . 
Свойства сложения: 
1. cddc +=+ ; 
2. ( ) ( )fdcfdc ++=++ ; 

dс
 

}{ zzyyxx dcdcdcdс +++=+ ,,

с +d  
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3. cc =+ 0 ;                                                                                                  Рис.1 
4. ( ) 0=-+ cc .  
 Геометрическая интерпретация суммы векторов: согласно «правилу тре-
угольника» суммой векторов с  и d  является вектор, который строится сле-
дующим образом: конец первого вектора совмещается параллельным перено-
сом с началом второго вектора, тогда  вектор, соединяющий начало первого 
вектора и конец второго и будет  суммой векторов с  и d  (рис. 1).  
Разность векторов с  и d  определяется как сумма векторов с и d- . 
2. Произведением вектора с  на число l называется вектор сl , коллине-
арный вектору с , имеющий модуль с×l и направленный одинаково с с , если 

0>l , и противоположно, если  0<l . 
Произведение вектора на число коммутативно т.е. λ·с =с ·λ.  
При умножении вектора  с = {сх, су, сz}  на число λ каждая его координата ум-
ножатся на это число:   λ с ={λсх, λсу, λсz}. 
Результат умножения вектора на число всегда коллинеарен с исходным векто-
ром, за исключением случая, когда множитель или исходный вектор являются 
нулевыми – тогда результатом будет нулевой вектор. 

 
2.3. Скалярное произведение векторов 

Скалярным произведением векторов { }111 ,, zyxa =  и { }222 ,, zyxb =  называ-
ется число, равное произведению их модулей на косинус угла j между ними: 

j××=× cosbaba , где ).,a( bÐ=j  

 
Рис. 2 

 
Вычисление скалярного произведения через координаты векторов: если  

{ }111 ,, zyxa =  и { }222 ,, zyxb = , то 332211x yxyxyba ++=× . 
Скалярное произведение векторов имеет еще одно обозначение ( )ba , . 

Свойства скалярного произведения: 
1. ( ) ( )abba ,, = ; 
2. ( )( ) ( ) ( )cabacba ,,, +=+ ; 
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3. ( ) ( ) ( )bababa ,,, l=l=l ; 
4. ( ) 0, =ba , если 0=a , либо 0=b , либо ba ^ . 

Скалярные произведения ортов: 
1222 === kji ,  ( ) ( ) ( ) 0,,, === kikjji .  

Из определения скалярного произведения выразим угол j между векторами 
a  и b : 

( )
ba

ba
×

=j
,cos .  

Условие коллинеарности двух векторов:  
Векторы { }111 ,, zyxa =  и { }222 ,, zyxb =  коллинеарны тогда и только тогда, 

когда ba ×l=  или l===
2

1

2

1

2

1
z
z

y
y

x
x  ( )0,, 222 ¹zyx . 

Условие ортогональности двух векторов:  
Векторы a  и b  ортогональны  тогда и только тогда, когда ( ) 0, =ba . 

 
2.4. Векторное произведение векторов 

Определение.  Тройка некомпланарных векторов cba ,, называется правой (ле-
вой),  если выполнено одно из следующих трёх условий: 
1) если, будучи приведены к общему началу, эти векторы располагаются так, 
как могут быть расположены соответственно большой, несогнутый указатель-
ный и средний пальцы правой (левой) руки; 
2) правило правой руки: если после приведения к общему началу вектор 
с располагается по ту сторону от плоскости, определяемой векторами и a  и b , 
откуда кратчайший поворот от a  и b  представляется совершающимся против 
часовой стрелки (по часовой стрелке); 
3) если, находясь внутри телесного угла, образованного приведёнными к обще-
му началу векторами cba ,, , мы видим поворот от a  к b ,  и от него к с совер-
шающимся против часовой стрелки  (по часовой стрелке). 

 
Рис.3 
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Векторным произведением вектора  на вектор  в пространстве  называется 
вектор, удовлетворяющий следующим требованиям: 
1) длина вектора  равна произведению длин векторов  и  на синус угла  между 
ними:  ),sin( babac ×= ; 

2)  вектор c  ортогонален каждому из векторов a  и b ; 
3) вектор c направлен так, что тройка векторов  a , b , c  является правой. 
Обозначение векторного произведения bac ´= . 
Векторное произведение векторов, заданных своими координатами: 

 пусть b  (bх, bу, bz), c (сх, су, сz), тогда [b × c ]=
zyx

zyx

ccc
bbb
kji

. 

Свойства векторного произведения:  
1. [ ] [ ]abba ´-=´ ; 
2.  ( )[ ] [ ] [ ]cabacba ´+´=+´ ; 
3. [ ] [ ] ( )[ ]bkabakbak ×´=´×=´× , где k - скаляр. 

 
2.5. Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением трех векторов a , b , c   называется число, 
равное векторному произведению [ ]ba ´ , умноженному скалярно на вектор c , 
то есть [ ] cba ×´ . 

 
Рис.4 

 
Смешанное произведение: [ ] [ ]cbacba ´×=×´ . 
Принятые обозначения смешанного произведения [ ] cba ×´ или ( )cba . 
Геометрический смысл: смешанное произведение  равно объему паралле-

лепипеда, построенного на векторах  a , b , c , взятого со знаком плюс, если 
тройка  правая, и со знаком минус, если эта тройка левая. 

Если векторы a , b , c  компланарны т.е.лежат в одной плоскости (и толь-
ко в этом случае), смешанное произведение равно нулю; иначе говоря, равенст-
во ( ) 0=cba , есть необходимое и достаточное условие компланарности векторов 
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a ,b , c . Если векторы  a , b , c  заданы своими координатами: ( )zyx aaaa ,,  и 

( )zyx bbbb ,, , ( )zyx cccc ,, , то смешанное произведение  определяется формулой 

( cba ) =

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

. 

Модуль смешанного произведения трех векторов численно равен объему 
параллелепипеда, построенного на этих векторах. 
Пример 1.  
Вычислить площадь треугольника АВС, если А(1;1;1), В(2;3;4), С(4;3;2). 
Решение:  
Найдем координаты векторов AB  и АC : ( ) ( )3;2;114;13;12 =---=AB ;   

( ) ( )1;2;312;13;14 =---=АC ; 

( ) ( ) ( ) =-+---=×+×-×==´ 629162
23
21

13
31

12
32

123
321 kjikji
kji

ACAB  

( )4;8;4484 --=-+-= kji ; 

 ( ) ( ) 6496484 222 ==-++-=´ ACAB ; 

6264
2
1

=×=DS (ед2). 

Ответ: площадь треугольника АВС равна 62  квадратных единиц. 
Пример 2. 
Найти объем треугольной пирамиды с вершинами ( )2;2;2A , ( )3;3;4B , ( )4;5;4C  и 
( )6;5;5D . 

Решение: 
Найдем ребра пирамиды: ( )1;1;2AB ; ( )2;3;2AC ; ( )4;3;3AD ; 

712896624
433
232
112

=---++==×× ADACAB .  

Объем пирамиды: 
6
77

6
1

=×=V (ед3). 

Ответ: объем пирамиды АВСD равен 7/6 кубических единиц. 
 
Задания для самостоятельной работы 
1. Найти длину вектора )3;4(-=а  

Ответ: 5. 
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2. Известно, что скалярное произведение двух векторов 2);( =bа ,  а их длины 
2,2 == ba . Найти угол между векторами a и b . 

Ответ: 060 . 
3. Найти угол между векторами )3;1(=а  и ( )0;1=b . 

Ответ: 060 . 
4. Вычислить скалярное произведение векторов a и b , если их длины соответ-
ственно равны 2 и 3, а угол между ними 060 . 

Ответ: 3. 
5. Найти скалярное произведение векторов )1;3( -=а  и ( )7;2-=b . 

Ответ: -13. 
6. Найти векторное произведение векторов )10;7;6(=а  и ( )9;5;8=b . 

Ответ: ( )26;26;13 - . 
7.  Вычислить объем пирамиды, построенной на векторах )5;3;2(=а , 

( )4;4;1=b , ( )7;5;3=c . 

Ответ: 
3
2 (куб. ед.). 

8.   Найти величину угла при вершине А треугольника с вершинами А(-1;-2;4), 
В(-4;-2;0), С(1;0;9). 

Ответ: 
2
p . 

9. Найти направляющие косинусы вектора )2;1;2( --=а . 
10. Найти скалярное произведение векторов bac 4-= , bad --= 2 , если 
( ) ( )1;1,7;5 ba . 

Ответ: -56.  
 
 

3.Аналитическая геометрия на плоскости 
3.1. Прямоугольная система координат на плоскости 

Прямоугольная система координат на плоскости образуется двумя взаим-
но перпендикулярными осями координат  Х и Y . Оси координат пересекаются в 
точке O, которая называется началом координат, на каждой оси выбрано поло-
жительное направление. В правосторонней системе координат положительное 
направление осей выбирают так, чтобы при направлении оси OY вверх, ось OX 
смотрела направо. 

Расстояние d  от т. ( )zyxM ,, ) до начала координат т. ( )0,0,0O :   
222 zyхMOd ++== . 

Координаты точки, делящей отрезок с концами, имеющими координаты 
( )111 ,, zyx  и ( )222 ,, zyx в заданном отношении l:  
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х=
l
lxх
+
+

1
21 ; 

l
lyyy

+
+

=
1

21 ; 
l
lzzz

+
+

=
1

21 . 

 
3.2. Полярная система координат 

В полярной системе координат основными постоянными элементами, по 
отношению к которым определяется положение точки на плоскости, является 
точка O - полюс и ось OP, которая называется полярной осью.                                           
             
   

Если M - произвольная точка плоскости, не 
совпадающая с полюсом O, то ее положение на 
плоскости вполне определено заданием двух чисел: 
r - ее расстояния от полюса, выраженного в едини-
цах масштаба, и j - угла, на который следует  
повернуть полярную ось против часовой стрелки,                         Рис. 5 

  чтобы она совпала с лучом OM. Числа r и jназываются полярными координа-
тами точки M (рис. 5). Из них первой координатой считается r, а второй j . Ко-
ордината r называется полярным радиусом точки M (иногда радиус-вектором 
точки M), а координата j - ее полярным углом (полярный угол измеряется в ра-
дианах). Полярные координаты записываются в скобках справа от ее обозначе-
ния, причем на первом месте в скобках записывается координата r, а на втором 
- координата j , например, М(r, j ). Полярный угол j считается положитель-
ным, если он отсчитывается от полярной оси против часовой стрелки, и отрица-
тельным, если он отсчитывается от полярной оси по часовой стрелке. 

В определенной таким образом полярной системе координат полярный 
радиус r - всегда величина положительная или равная нулю (r≥0), так как под r 
понимается расстояние от полюса O до точки M, а расстояние, как и всякая 
длина, не может быть отрицательным. 

Однако на практике удобнее пользоваться такой системой полярных ко-
ординат, в которой полярный радиус r может принимать и отрицательные зна-
чения. Система полярных координат, в которой полярный радиус r может при-
нимать любые значения (положительные, отрицательные и равные нулю), на-
зывается обобщенной системой полярных координат. Этой системой мы и бу-
дем пользоваться. 

Если точка М(+r, j ), то она имеет также и координаты M(-r; j+π), так 
как угол j+π характеризует направление полярного радиуса, прямо противо-
положное тому, которое соответствует углу j . 

Отметим, что какой бы из двух систем полярных координат мы не ис-
пользовали, всегда паре чисел r и j соответствует на плоскости единственная 
точка. 

Если полюс полярной системы координат находится в начале прямо-
угольной системы координат, а положительная полуось Ox совпадает с поляр-
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ной осью, ось же Oy перпендикулярна оси Ox и направлена так, что ей соответ-
ствует полярный угол j=π/2, то по известным полярным координатам точки ее 
прямоугольные координаты вычисляются из формул  

                                 x=r cos j , y= r sin j .                                   (2) 
Если же известны прямоугольные координаты x и y точки, ее полярные 

координаты определяются по формулам  

       22 yxr +±= ; 22
sin

yx

y

+±
=j ; 

22
cos

yx

x

+±
=j ;          (3) 

                 
x
y

=jtg .                         (4) 

Как видно из (3), у корня в формуле для определения r стоят два знака - 
плюс и минус, что соответствует обобщенной системе полярных координат, а 
потому и в формулах для определения jsin  и jcos  перед корнем стоят два 
знака. Два знака в формуле для определения r появились потому, что r нахо-
дится из выражения r2 = x2 + y2. Если за r оставляется право быть только вели-
чиной положительной или нулем, то 22 yxr ++= . Если же r, как это имеет 
место в обобщенной системе полярных координат, может быть и отрицатель-
ной величиной, то из выражения r2 = x2 + y2 следует, что 22 yxr +±= . 
Пример 1.  
Даны прямоугольные координаты точки A(2, 3). Найти ее полярные координа-
ты. 
 
Решение.  

По формулам (3) получаем 13±=r . Выбираем по нашему усмотрению 

знак перед корнем, например, плюс. Тогда 13+=r , 
13
3sin =j  

13
2cos =j . 

Так как sin φ >0 и cosφ>0, то угол φ находится в первой четверти. На основании 

формулы (3): 
2
3tg =j ; по таблицам находим, что φ=0,98.  Полярные координа-

ты точки A найдены: 13+=r ,  φ=0,98 или А( 13 ;0,98).  
Если бы перед корнем был выбран знак минус, то тогда 13-=r , 

13
3sin -=j , 

13
2cos -=j ,  и так как sin φ <0 и cosφ<0, то угол φ находится в 

третьей четверти. Зная, что
2
3

=tg , получаем φ=4,12, а точка A имеет полярные 

координаты 13-=r , φ=4,12 т.е. А(- 13 ;4,12). Построив точку по этим коорди-
натам, можно  убедиться, что она совпадает с ранее найденной. 
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3.3. Уравнения линий на плоскости 
Линия на плоскости рассматривается как множество точек, обладающих 

некоторым только им присущим геометрическим свойством. Введение системы 
координат позволяет определять положение точки с помощью чисел – её коор-
динат, а линию задавать с помощью уравнения. 

Уравнением линии (или кривой) на плоскости Оху называется такое 
уравнение с двумя переменными ( ) 0; =yxF , которому удовлетворяют коорди-
наты x и y каждой точки линии и не удовлетворяют координаты любой точки, 
не лежащей на ней. Чтобы установить, лежит ли точка на данной линии, доста-
точно проверить, удовлетворяют ли координаты точки этому уравнению. 

Например: т. ( )1;2K  принадлежит линии 032 =++ yx , т.к. 
( ) 03122 =++-´ . 

Переменные x и y в уравнении называются текущими координатами. Та-
ким образом, уравнение линии позволяет изучение геометрических свойств ли-
нии заменить исследованием его уравнения. 

Следовательно, задача о нахождении точек пересечения двух линий сво-
дится к отысканию точек, координаты которых удовлетворяют обоим уравне-

ниям, т.е. к решению системы двух уравнений с двумя неизвестными: 
( )
( )î

í
ì

=
=

.0,
;0,

2

1

yxF
yxF

 

Если система не имеет действительных решений, то линии не пересека-
ются. 

Уравнение линии в полярных координатах вводится аналогично:  
( ) 0, =jrF . 

Линию на плоскости можно задать и при помощи двух уравнений: 

î
í
ì

=
=

),(
);(
tyy
txx

 

где x  и y  – координаты произвольной точки M , лежащей на данной ли-
нии, а  t – переменная, называемая параметром (она определяет положение точ-
ки ( )yx,  на плоскости). Например, если  

î
í
ì

=

=

,

;
2tx

tx
 

то при t=2получаем точку ( )4;2 . Если параметр t  изменяется, то точка на плос-
кости перемещается, описывая линию – такой способ задания линии называется 
параметрическим (параметрическое уравнение).  

Простейшей линией на плоскости является прямая.  
3.4. Различные виды уравнения прямой 

а) общее уравнение; 
б) с направляющим вектором (каноническое); 
в) параметрическое уравнение; 
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г) через две данные точки; 
д) в отрезках на осях; 
е) с нормальным вектором; 
ж) с угловым коэффициентом. 
 
а) Общее уравнение. 

Справедливо утверждение: 
всякая прямая на плоскости задаётся уравнением 1-й степени с двумя перемен-
ными x и y : 

                            0=++ CByAx .                                 (5) 
Уравнение  (5) называется общим уравнением прямой, в нем А, В, С – неко-

торые числа. 
Положение прямой на плоскости можно задать различными способами, ка-

ждому из них будет соответствовать свой тип уравнения. Во всех случаях обя-
зательно должна быть известна хотя бы одна точка, через которую проходит 
прямая. Кроме того, должно быть задано какое-либо дополнительное условие 
(они могут быть различными, от них и зависит вид уравнения). 

б) Уравнение прямой с направляющим вектором (каноническое). 
Рассмотрим точку ( )000 , yxM  на прямой l, пусть вектор 
( )nma ,  параллелен этой прямой l. Найдем ее уравнение. 

Любой вектор, параллельный прямой, называется ее 
направляющим вектором. 
Чтобы составить уравнение линии, нужно выяснить, 
каким свойством обладает любая точка линии (и не об-
ладают точки, не принадлежащие линии) и записать его 
с помощью уравнения. 

           Рис. 6                    Произвольная точка М с текущими координатами (х, 
у) RÎ  обладает свойством: aMM //0 . Запишем это свойство в координатах.  
Найдем координаты вектора: ( )000 ; yyxxMM -- . 
Т.к. MM 0  и a  коллинеарны, следовательно, их координаты пропорциональны: 

    
n

yy
m

xx 00 -
=

-
.           (6) 

(6) – уравнение прямой с направляющим вектором (каноническое). 
Пример 1. 
Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )2;3 -A  с направляю-

щим вектором ( )3;5-b . 
Решение:  
Воспользуемся уравнением (6):  

3
2

5
3 +
=

-
- yx

,   тогда ( ) ( )2533 +-=- yx .   
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После раскрытия скобок и приведения подобных членов получим 
0153 =++ yx . 

в) Параметрическое уравнение прямой.  
Обозначив через t каждое из равных отношений уравнения (6), получим: 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=
-

=-

t
n

yy

t
m

xx

0

0 ;
   =>   

î
í
ì

+=
+=

ntyy
mtxx

0

0 ;
 – параметрическое уравнение прямой. 

Пример 2. 

Построить прямую 
î
í
ì

+-=
-=

.52
;23
ty

tx
      

Решение: 
Достаточно найти две точки: если t=0, получим точку 
А(3; -2); если t=1, получим точку B(1;3). 
Построение представлено на рисунке 7.   
     

 
 Рис.7 

г) Уравнение прямой, проходящей через две данные точки. 
Пусть на прямой l заданы 2 точки ( )000 , yxM  и ( )111 , yxM .  
Найдем уравнение этой прямой.  
Произвольная точка ( )yxM , , принадлежащая прямой l, обладает свойством 

100 // MMMM , следовательно, их координаты пропорцио-
нальны.  
Найдем координаты векторов: ( )000 ; yyxxMM -- ,  

( )010110 ; yyxxMM -- . 

                          
01

0

01

0
yy
yy

xx
xx

-
-

=
-
-

.                                      (7) 

       Рис.8                    (7) – уравнение прямой, проходящей через две данные точ-
ки. 
Пример 3. 
Составить уравнение прямой, проходящей через точки ( )3;2 -A  и ( )4;1-B . 
Решение:  
Воспользуемся уравнением (4) и подставим в него координаты точек:  

34
3

21
2

+
+

=
--
- yx ,  тогда  

7
3

2
2 +
=

- yx , в линейном виде 62147 +=- yx ,  

окончательно получим уравнение искомой прямой: 02027 =-- yx . 
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д) Уравнение прямой в отрезках. 
Пусть даны отрезки, отсекаемые прямой l на осях координат: a на оси Ox , b – 
на оси Oy , т.е. прямая проходит через точки на осях А(а;0) и В(0;b). 
По уравнению (7):  

0
0

0 -
-

=
-
-

b
y

a
ax , 

b
y

a
ax
=

-
-

 

или       
                 
перепишем в виде:                                                                             Рис.9  

                                                 1=+
b
y

a
x  ,                (8)                                                       

(8)– уравнение прямой в отрезках на осях.                                        
Его удобно использовать для построения прямой. 
Пример 4.  
Построить прямую 01535 =+- yx . 
Решение: 
Преобразуем уравнение к виду (8):  

1535 -=- yx ,  

разделим на 15: 1
53
=+

-
yx ,                                                        Рис.10 

т.е. а=-3; b=5.  
е) Уравнение прямой с нормальным вектором. 
Пусть дана точка ( )000 , yxM на прямой l и вектор ( ) lBAn ^; . 
Найдем уравнение прямой  l. 

Определение: Любой вектор, перпендикулярный к прямой, называется его 
нормальным вектором (или нормалью). 

Произвольная точка ( )yxM , обладает свойством: 

nMM ^0 , тогда скалярное произведение 00 =×nMM . За-
пишем его в координатах: ( )000 ; yyxxMM -- . 

 
( ) ( ) 000 =-+- yyBxxA ,      (9) 

          Рис. 11              
(9) –  уравнение прямой с нормальным    вектором. 
Если   в (9) раскрыть скобки  

000 =-+- ByByAxAx  
и перенести все члены в левую часть уравнения, получим общее уравнение 
прямой  
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000 =--+
4434421

C

ByAxByAx . 

В общем уравнении прямой l: 0=++ CByAx , координаты нормального векто-
ра ( ) lBAn ^, . 
Например, для прямой 0532 =+- yx  координаты нормального вектора ( )3;2 -n . 

ж) Уравнение прямой с угловым коэффициентом.  
Пусть дана точка ( )000 , yxM на прямой l и известен угол на-
клона прямой l к положительному направлению оси Ох: 

( )+Ð=a Oxl; .  
Запишем уравнение прямой l. 
Угловым коэффициентом прямой называется тангенс угла 
наклона прямой к положительному направлению оси Ox и 

Рис. 12   обозначается a= tgk . 
Для произвольной точки ( ) lyxM Î;  из KMM 0D (рис.12): 

KM
MK

0
tg =a  или 

0

0
xx
yyk

-
-

= , ( )00 xxkyy -=- , тогда 

( )00 xxkyy -=- ,     (10) 
(10)– уравнение прямой с угловым коэффициентом. 
Преобразуем уравнение (10): 00 kxkxyy -+= ;  

43421
b

kxykxy 00 -+= : 

bkxy += ,                              (11) 
где b – отрезок, отсекаемый прямой на оси Oy (т.е. при 0=x , by = ). 
Если прямая проходит через начало координат, то   

kxy = .       (12) 
 
Пример 5. 
Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )2;3 -A  под углом °60  к 
положительному направлению оси Ox. 
Решение: 
Найдем угловой коэффициент: 30tg6 =°=k ; 

( )332 -+-= xy , отсюда 3332 -+-= xy , тогда  03323 =---
43421

b

yx . 

Если общее уравнение прямой 0=++ CByAx  привести к виду (11), 

B
Cx

B
Ay --= , то 

B
Ak -= ,  

B
Cb -= . 

 
Пример 6. 
Найти угловой коэффициент прямой 0623 =-+ yx . 
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Решение:  
Приведем уравнение к стандартному виду 

632 +-= xy ,  тогда 3
2
3

+-= xy ,  отсюда 
2
3

-=k . 

 
4. Аналитическая геометрия в пространстве  

4.1. Уравнение плоскости в пространстве 
Уравнение плоскости в координатах с нормальным вектором 

( ) 0,, ¹CBAN , проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM : 
( ) ( ) ( ) 0000 =-+-+- zzCyyBxx . 

Общее уравнение плоскости:  0=+++ DCzByАх . 
Расстояние d  от точки т. ( )0000 ,, zyxM  до плоскости 0=+++ DCzByАх : 

222

000

CBA

DСzВуАх
d

++

+++
= . 

 
4.2. Уравнения прямой в пространстве 

Способы задания прямой в пространстве: 
1. Через пересечение двух плоскостей:  
Пусть даны две плоскости 01111 =+++ DzCyBхА  и 

02222 =+++ DzCyBхА , тогда прямую можно получить как линию пересе-
чения этих двух плоскостей, т.е. через систему уравнений: 

î
í
ì

=+++
=+++

.0
;0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

    

2. Уравнение прямой через  2 точки ( )1111 ;; zyxM  и ( )2222 ;; zyxM : 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

-
-

=
-
-

=
-
-

. 

3. Канонические уравнения (через точку , параллельно вектору): 

t
n

zz
m

yy
l
xx

=
-

=
-

=
- 000 , 

где ( )0000 ,, zyxM  – точка, принадлежащая прямой; ( )nmla ;;  – направляющий 
вектор, t- параметр. 
4.  Параметрические уравнения: 

ï
î

ï
í

ì

+=
+=

+=

.
;

;

0

0

0

zntz
ymty

xltx
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4.3. Вспомогательные уравнения 
Если прямые l1 и l2 заданы каноническими уравнениями с направляющими век-
торами ( )1111 ;;f nma  и ( )2222 ;; nmfa , то угол между прямыми: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmfnmf

nnmmff

++×++

++
=j . 

 
Условие параллельности двух прямых: 

2

1

2

1

2

1
n
n

m
m

f
f

== . 

Условие перпендикулярности двух прямых: 
0212121 =++ nnmmff . 

 

Угол между прямой 
n

zz
m

yy
f
xx 000 -

=
-

=
-  и плоскостью 0=+++ DCzByAx : 

222222
sin

nmfCBA

CnBmAl

++×++

++
=j . 

Условие параллельности прямой и плоскости: 
0=++ CnBmAf . 

Условие перпендикулярности прямой и плоскости: 

n
C

m
B

f
A

== . 

Пример1. 
Даны координаты вершин пирамиды A1(10,6,6); A2(–2,8,2); A3(6,8,9); A4(7,10,3).  
Найти:  
1) длины ребер A1A2, A1A3, A1A4;  
2) косинус угла между ребрами A1A2 и A1A4;  
3) площадь грани A1A2A3;  
4) уравнения прямой A1A2;  
5) уравнение плоскости A1A2A3; 
6) уравнение высоты, опущенной из вершины A4 на грань A1A2A3;  
7) угол между ребром A1A4 и гранью A1A2A3;  
8) объем пирамиды (двумя способами).  
Решение: 

1)  Найдем координаты векторов и их длины: 
21AA = (–12, 2, –4); 31AA  = (–4, 2, 3); 41AA  = (–3, 4, –3),  

( ) ( ) ,4121641641444212 222
21 ==++=-++-=AA  
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( ) ,299416324 222
31 =++=++-=AA  

( ) ( ) .349169343 222
41 =++=-++-=AA  

 
2) ( ) ( ) ( ) ( ) 56128363442312, 4121 =++=-×-+×+-×-=AAAA . 

Угол a между ребрами 21AA  и 41AA равен углу между векторами 21AA  и 41AA . 
Откуда 

( ) .7499,0
1394
28

34412
56,cos

4121

4121 »=
×

=
×

=a
AAAA

AAAA  

3)  Площадь грани A1A2A3 равна площади треугольника, построенного на векто-
рах 21AA  и 

 :31AA  [ ]31212
1

321
AAAAS AAA ´=D . 

Найдем векторное произведение [ ]3121 AAAA ´ : 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( ).16;52;14165214824163686

24
212

34
412

32
42

324
42123121

-=-+=+-+---+=

=
-
-

+
-

--
-

-
×=

-
--=´

kjikji

kji
kji

AAAA
 

Модуль векторного произведения: 

[ ] ( )
.78923156

2562704196165214 222
3121

==

=++=-++=´ AAAA  

Откуда искомая площадь: ( ).ед.089,287897892
2
1 2

321
»=××=AAASD  

4) Уравнение прямой A1A2 определяется как уравнения прямой, проходящей че-
рез две данные точки: 

,
12

1

12

1

12

1
zz

zz
yy
yy

xx
xx

-
-

=
-
-

=
-
-  

 

4
6

2
6

12
10

-
-

=
-

=
-
- zyx  

или 

.
2
6

1
6

6
10

-
-

=
-

=
-
- zyx  

5) Уравнение плоскости A1A2A3 запишем как уравнение плоскости, проходящей 
через три данные точки: 

,
62
6

68
6

102
10

-
-

=
-
-

=
--
- zyx
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;0

131313

121212

111

=
---
---
---

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

 

;0
324
4212
6610

;0
6968106
6268102
6610

=
-

--
---

=
---
----
--- zyxzyx

 

( ) ( ) ( ) 0
24
212

6
34
412

6
32
42

10 =
-
-
×-+

-
--

×--
-

×- zyx ;  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ;08246163668610 =+--+----+- zyx  
( ) ( ) ( ) ;06166521014 =---+- zyx  

.0356165214 =--+ zyx   
Следовательно, искомое уравнение плоскости A1A2A3: 

01788267 =--+ zyx . 
6) Уравнения высоты из точки A4 на грань A1A2A3 определятся как уравнения 
прямой, проходящей через точку A4 перпендикулярно плоскости A1A2A3: 

.000

n
zz

m
yy

l
xx -

=
-

=
-

 

За направляющий вектор ( )nmla ,,=  примем нормальный вектор плоскости 
A1A2A3: 

( )8;26;7 -=n .  
Тогда уравнения высоты запишутся в виде: 

.
8
3

26
10

7
7

-
-

=
-

=
- zyx  

7) Угол b между ребром A1A4 и гранью A1A2A3 – это угол между прямой и плос-
костью, составляющий в сумме с углом между направляющим вектором пря-
мой и нормальным вектором плоскости прямой угол. 
Следовательно, 

( )

( ) ,34,3;4;3

.,sin

41 =--==

×
=b

aAAa

na
na

  

( ) ( ) ;78964676498267,8;26;7 222 =++=-++=-= nn  
( ) ( ) ( ) 10724104218326473, =++-=-×-+×+×-=na .  

Откуда 

6533,0
26826
107

78934
107sin »=
×

=b ( 02396533,0arcsin ¢°»»b ) .  
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8) Объем пирамиды 4321 AAAA  равен, с одной стороны, одной шестой модуля сме-
шанного произведения векторов ,,, 413121 AAAAAA  с другой стороны – одной треть-
ей произведения площади S основания A1A2A3 на высоту H, опущенную на осно-
вание из вершины A4. 
Так что: 

=
--

-
--

×==
343
324
4212

6
1

6
1

333

222

111

пир

zyx
zyx
zyx

V  

( ) ( )( ) ( )3ед.
3
235

3
1071042121812

6
1

43
24

4
33
34

2
34
32

12
6
1

==-×-×--×-=

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-
×-

--
-
×-

-
×-=

 

Или HSV AAA ×=
3213

1
пир D .  

Высоту H найдем как расстояние от точки A4(7, 10, 3) до плоскости A1A2A3: 

=
++

+++
==

222
000

CBA

DCzByAx
dH  

( )
,

789
107

789
1782426049

8267

17838102677
222

=
--+

=
-++

-×-×+×
=  

( )..ед
3
235

3
107

789
107789

3
1 3

пир ==×=V  

 
 

5. Кривые второго порядка 
5.1. Окружность 

 
Определение.  
Окружностью называется геометрическое 
место точек, равноудаленных от одной и той 
же точки. 
Окружность радиуса R с центром в точке 

( )0 ,М a b имеет уравнение: 
222 )()( Rbyax =-+- , 

где a и b  - координаты центра окружности 
(рис. 13).   

 
                                                          Рис. 13 
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5.2. Эллипс 
Определение. Эллипсом называется геометрическое место точек, для которых 
сумма расстояний до двух фиксированных точек (фокусов) есть для всех точек 
эллипса одна и та же постоянная величина (эта постоянная величина должна 
быть больше, чем расстояние между фокусами).  
Простейшее уравнение эллипса  

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

, 

где a - большая полуось эллипса, b - малая полуось эллипса.  
Если 2c - расстояние между фокусами, то между a, b и c (если a > b) существует 
соотношение 

222 cba =- . 
Эксцентриситетом эллипса называется отношение расстояния между фо-

кусами этого эллипса к длине его большой оси a
ce = . 

У эллипса эксцентриситет e < 1 (так как c < a), а его фокусы лежат на 
большой оси. 

 
 

 
 

      Рис.14 
 
 

5.3. Гипербола 
Определение. Гиперболой называется геометрическое место точек, раз-

ность расстояний которых от двух данных фиксированных точек (фокусов) ги-
перболы есть одна и та же постоянная величина. Предполагается, что эта по-
стоянная величина не равна нулю и меньше, чем расстояние между фокусами. 

Уравнение гиперболы:  
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,12

2

2

2
=-

b
y

a
x

 

где a - действительная полуось гиперболы, b - мнимая полуось гипербо-
лы. 

Если 2c - расстояние между фокусами гиперболы, то между a, b и c суще-
ствует соотношение 

222 cba =+ . 
При b = a гипербола называется равносторонней. Уравнение равносто-

ронней гиперболы имеет вид 
222 ayx =- . 

Фокусы гиперболы лежат на ее действительной оси. 
Эксцентриситетом гиперболы называется отношение расстояния между 

фокусами этой гиперболы к длине ее действительной оси. 

.
a
ce =  

Асимптоты гиперболы - две прямые, определяемые уравнениями 

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

-=

=

x
a
by

x
a
by ;

. 

 
Рис.15 

 
 

5.4. Парабола 
Определение. Параболой называется геометрическое место точек, каж-

дая из которых одинаково удалена от заданной фиксированной точки и от за-
данной фиксированной прямой. Точка, о которой идет речь в определении, на-
зывается фокусом параболы, а прямая - ее директрисой. 
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Простейшее уравнение параболы 
pxy 22 = , 

где p – параметр параболы. Параметр параболы равен расстоянию от ди-
ректрисы параболы до ее фокуса. 

Координаты фокуса F параболы ÷
ø
ö

ç
è
æ 0,

2
pF (фокус параболы лежит на ее оси 

симметрии).  

Уравнение директрисы параболы: 
2
px -= . 

Эксцентриситет параболы 1=e .  

 
                                                    Рис.16 
 
Пример 1.  
Написать уравнение окружности с центром в точке C(2, -3) и радиусом 6. 
 
Решение:  
По уравнению 222 )()( Rbyax =-+- , полагая в нем a = 2, b = -3, R = 6, сразу 

имеем ( ) ( ) 3632 22 =++- yx или 0236422 =-+-+ yxyx . 
Пример 2. 
Показать, что 036422 =--++ yxyx  есть уравнение окружности. Найти ее 
центр и радиус. 
Решение:  
Заданное уравнение преобразуем к виду 

                                                 222 )()( Rbyax =-+- .                                    (13) 
Выпишем члены, содержащие только x и члены, содержащие только y. Легко 
проверить, что 

( ) 424 22 -+=+ xxx , 
( ) 936 22 --=- yyy . 

Следовательно, левую часть уравнения можно записать так: 
( ) ( ) 039342

6

2

4

2

22

=---+-+

-+
4342143421

yyxx

yx , 
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отсюда 
                                       ( ) ( ) 1632 22 =-++ yx .                                                   (14) 

Сравнивая (14) с (13), заключаем, что уравнение (14) определяет окруж-
ность, центр которой имеет координаты C(-2, 3), R2 = 16, а R = 4. 
Пример 3. 
Составить простейшее уравнение эллипса, зная, что большая полуось a = 12, а 
эксцентриситет e = 0,5.  
Решение: 
a = 12; e = 0,5; известно, что е=с/а; в этой формуле неизвестным является c. Для 
его определения получаем уравнение 0,5=с/12, отсюда c = 6. 
Теперь, зная, что a = 12, c = 6, пользуясь соотношением a2 - c2 = b2, найдем, что  
b2 = 144 - 36 = 108; a2 = 144. 

Уравнение эллипса будет иметь вид  1
108144

22

=+
ух . 

Пример 4. 
Действительная полуось гиперболы равна 5, эксцентриситет e = 1,4. Найти 
уравнение гиперболы. 
Решение:  
У нас a = 5, a2 = 25; e = c/a = 1,4; c = 1,4∙a = 1,4 ∙ 5 = 7, c2 = 49;  

b2 = c2 - a2 = 49 - 25 = 24, b2 = 24; искомым уравнением будет 1
2425

22
=-

ух . 

Пример 5.  
Парабола  y2 = 2px проходит через точку A(2, 4). Определить ее параметр p. 
Решение: 
Подставляем в уравнение параболы вместо текущих координат координаты 
точки A (2, 4). Получаем 42 = 2p2; 16 = 4p; p = 4. 
 
Задания для самостоятельного решения. 
 
1. Найти уравнение прямой, проходящей через две точки (-1;2) и (2;1). 

Ответ: 3 5 0x y+ - = . 
 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через две точки ( )1;2А  и ( )2;5В . 

Ответ: ( ) ( )1 2
1 4

x y- -
= . 

 
3. Стороны треугольника заданы уравнениями ( )2 4 1 0АВ x y+ + = , 
( ) 2 0АС x y- + = ,   ( )3 4 12 0ВС x y+ - = . Найти координаты вершин треуголь-
ника. 
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Ответ: 3 1;
2 2

Аæ ö-ç ÷
è ø

; 2713;
4

Вæ ö-ç ÷
è ø

; 4 18;
7 7

С æ ö
ç ÷
è ø

. 

 

4. Найти расстояние от точки ( )3;8Р  до прямой 1 2
3 4

x y- -
= . 

Ответ: 2. 
 

5. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )2;5А  параллельно пря-
мой 3 4 15 0x y- + = . 

Ответ: 3 4 14 0x y- + = . 
 

6. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ( )5;1А перпендикулярно к 
прямой 3 7 14 0x y- + = . 

Ответ: 7 3 32 0x y+ - = .  
 

7. Прямая задана уравнением с угловым коэффициентом 3 4y x= - ; 
а) написать уравнение прямой, параллельной данной прямой и проходящей че-
рез точку ( )0 1;2Р ; 

Ответ: 3 1y x= - . 
 

б) написать уравнение прямой, перпендикулярной данной прямой и проходя-
щей через точку ( )0 1;2Р . 

Ответ: 1 7
3 3

y x= - + . 

8. Определить угол между двумя прямыми 2 3y x= +  и 3 8y x= - - . 
Ответ: 045 . 

 
9. Найти угол между двумя прямыми 2 4y x= +  и 3 1y x= - .  

Ответ: 1
7

tgj = .  

 
10. Найти угол между двумя прямыми 3 4 7 0x y+ - =  и 4 3 8 0x y- + = .  

Ответ: 090 . 
 

11. Составить уравнение окружности с центром в точке ( )0 1; 2Р - и радиусом 
3R = . 

Ответ: ( ) ( )2 21 2 9x y- + + = . 
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12. Написать уравнение окружности с центром в точке ( )2;3С и радиусом, рав-
ным 6.  

Ответ: ( ) ( )2 22 3 36x y- + + = . 
 

13. Найти координаты центра и радиус окружности 2 2 2 1 0x y x y+ - + - = . 

Ответ: 3
2

. 

 
14. Найти точки пересечения окружности ( ) ( )2 21 2 4x y- + - =  и прямой 2y x= . 

Ответ: 5 2 5 10 4 5;
5 5

А
æ ö+ +
ç ÷
è ø

 и 5 2 5 10 4 5;
5 5

В
æ ö- -
ç ÷
è ø

.   

 
15. Написать уравнение окружности, проходящей через три точки: ( )0;1 ; ( )2;0 ; 
( )3; 1- . 

Ответ: 2 2 3 9 10 0x y x y+ + + - = .  
16. Найти уравнение окружности, касающейся оси Ox  в начале координат и пе-
ресекающей ось Oy в точке ( )0;10А . 

Ответ: 2 2 10 0x y y+ - = .  

17. Найти эксцентриситет, координаты фокусов и вершин эллипса 
2 2

1
25 9
x y

+ = . 

Ответ: 0,8e = , ( )1,2 5;0А ± , ( )1,2 0; 3В m , ( )1,2 4;0F m . 
18. Найти длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет эллипса 

2 24 9 144x y+ = .  

Ответ: 2 12а = , 2 8b = , ( )1,2 2 5;0F m , 5
3

e = . 

19. Составить уравнение эллипса, у которого малая полуось 2а = , а расстояние 
между фокусами равно 2.  

Ответ: 
2 2

1
4 3
x y

+ = . 

20. Составить уравнение эллипса, если известны координаты его фокусов 

( )1 3;0F - и ( )2 3;0F , а также эксцентриситет 3
5

e = . 

Ответ: 
2 2

1
25 16
x y

+ = . 

21. Составить простейшее уравнение эллипса, зная, что: 
а) его полуоси 6а = , 4b = ; 
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Ответ: 
2 2

1
36 12
x y

+ = .  

б) расстояние между фокусами 2 10с = , а большая ось 2 16а = ;  

Ответ: 
2 2

1
64 39
x y

+ = .  

в) большая полуось 12а = , а эксцентриситет 0,5e = ; 

Ответ: 
2 2

1
144 108
x y

+ = .  

г) малая полуось 8b = , а эксцентриситет 0,6e = . 

 Ответ: 
2 2

1
100 64
x y

+ = .  

 
22. Составить простейшее уравнение гиперболы, если расстояние между ее 
вершинами равно 20, а расстояние между фокусами равно 30.  

Ответ: 
2 2

1
100 125
x y

- = . 

 
23. Асимптоты гиперболы имеют уравнения 12 5 0y x± = , а расстояние между 
фокусами равно 338. Составить каноническое уравнение гиперболы. 

Ответ: 
2 2

1
144 25
x y

- = . 

 
24. Найти уравнение асимптот гиперболы 2 22 3 6x y- = .  

Ответ: 2 3 0x y± = . 
 

25. Уравнения асимптот гиперболы 
2
xy =  и 

2
xy = - , а расстояние между фоку-

сами 2 10с = . Найти уравнение гиперболы.  

Ответ: 
2 2

1
20 5
x y

- = . 

 
26. Парабола 2 2y px= проходит через точку ( )4;6А . Определить ее параметр p .  

Ответ: 4p = . 
 

27. Парабола симметрична относительно оси Ox , проходит через точку 
( )4; 1А - , а вершина ее лежит в начале координат. Составить ее уравнение.  

Ответ: 2 1
4

y x= . 
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28. Составить уравнение параболы, имеющей директрису 2x = -  и фокус 
( )2;4F . 

Ответ: ( )24 8y x- = . 
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